BOSHI WENKU 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 
BALL. 


GAOJIE FEIXIANXINGLZ FALLAIT " HENGZHONG DE E 
RUOGANWEN 


王 艳 萍 Gk 


Prèni 


EW, 196837] k k. EHE, HRR, PT hA šE А. 研究 方 
í): 非 线 性 发 展 方程 。1985 年 6 月 本 科 和 毕业 于 郑州 大 学 数学 系 : 1997 
年 9 月 至 2000 年 6 月 ， 在 郑州 大 学 数学 系 攻 读 硕 士 学 位 ; 2000 年 9 月 至 
20035 年 6 月 在 郑州 大 学 数学 系 攻 读 博士 学 位 ; 2005 年 9 月 至 2007 年 8 月 ， 
在 北京 应 用 物理 与 计算 数学 研究 所 做 博士 后 村 研 工 作 。 现 在 郑州 航空 
工业 管理 学 院 数理 系 从 事 数 学 教学 和 村 研 工作 。 近 几 年 来 ， 在 数学 专 
业 学 水 期 刊 《Nonlinear Analysis) (Applied Mathematics Letters) (J. 
Mathematical Analysis and Applications) (Acta Mathematicae Applicatae 
Sinica ,English Seres ) 《数学 年 刊 》《 应 用 数学 学 报 》 《应 用 数学 和 力 
学 》《 数 学 构 理学 报 》 等 刊物 上 发 表 论 文 16 篇 。 主 要 讲授 的 课程 有 
《数学 分 析 》 Севри) ажосу) Chl o2) 《微分 几 
f Ф. 


执行 编辑 / 王 剑 宇 
封面 设计 /SUN 工 作 室 


158N 978-7-80247-456-7 


9 II 


ISBN 978—7—80247—456—7/0 . 005 


(10216) 定价 ; 22.00% — 


BOSHI WENKU 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 
若干 问题 


= ë — 


ЕЛ. K 


内 容 提要 


本 书 是 作者 在 博士 和 博士 后 两 个 阶段 的 工作 成 果 的 总 结 ， 内 容 主要 由 两 部 
分 组 成， 一 部 分 是 以 弹性 力学 为 背景 的 几 类 宰 型 方程 的 定 解 问题 ， 另 一 部 分 是 
几 类 非 线性 发 展 方程 的 时 间 周 期 问题 。 本 书 具有 一 定 学 术 价值 ， 具 有 可 读 性 。 


责任 编辑 : 李 ж 责任 校对 : 董 志 英 
执行 编辑 : EAF 责任 出 版 : simim 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 / 王 艳 薄 著 ， 一 北京 : 知识 产权 
出 版 社 ，2009.5 

ISBN 978 -7 一 80247 -456 -7 

I. I. 王 … H. 非 线性 方程 KW.0175 

中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2009) 第 069080 号 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 
Xue Ж 


出 版 发 行 : Jenni 


Abo nb: 北京 市 海淀 区 马 甸 南 村 1 号 邮 їй: 100088 

网 Ht: http://www. ipph. en BU $: bjb@ cnipr. com 
发 行 电话 : 010 82000893 82000860 $¢ 8101 fẹ Ж: 010 – 82000893 

责编 电话 : 010 — 82000860 $ 8225 责编 邮箱 : wangjianyu@ cnipr. com 

0 B: 知识 产权 出 版 社 电子 制 印 中 心 — 经 — 销 : 新 华 书店 及 相关 销售 网 点 
F Ж: 880mm x1230mm 1/32 印张 : 6.5 

版 Ж: 2009 年 5 月 第 一 版 印 Xe: 2009 年 5 月 第 一 次 印刷 
+ #@: 200 千 字 ж ff: 22.00 G 


ISBN 978 -7 - 80247 - 456 - 7/0 - 005 (10216) 


版 权 所 有 侵权 必 究 
如 有 印 装 质量 问题 ， 本 社 负 责 调换 。 


第 一 章 
第 一 节 
第 二 节 
第 三 节 


第 四 节 


参考 文献 … 


第 二 


第 一 节 
第 二 节 
第 三 节 
第 四 节 


参考 文献 … 


第 三 章 
第 一 节 
第 二 节 
第 三 节 
第 四 节 
第 五 节 


参考 文献 


H ж 


一 类 广义 Boussinesq 型 方程 的 Cauchy 问题 ed 
引言 —1 
问题 (1.1.1) ，(1.1.2) 的 局 部 解 的 存在 

ЕЕЕ нне 3 
问题 (1.1.1)，(1.1.2) 整 体 解 的 存在 性 和 


问题 (1.1.1) ，(1.1.2) 整 体 解 的 不 存在 性 


一 类 具有 粘性 项 的 拟 线性 波 方 程 的 初 边 值 
问题 … 
apo 
近似 解 的 积分 估计 
问题 (2.1.1) - (2.1.3) 解 的 存在 性 与 唯一 性 
问题 (2.1.1) - (2.1.3) 解 的 爆破 … 


一 类 广义 立方 双 耗 散 方程 的 初 边 值 问题 
引言 jOOO———M 
问题 (3.1.12) - (3.1.14) 的 整体 解 … 
问题 (3.1.1) - (3.1.3) 的 整体 解 
问题 (3.1.1) - (3.1.3) 整 体 解 的 不 存在 性 
问题 (3.1.4)，(3.1.2)，(3.1.3) 和 (3.1.5)， 
(3.1.2), (3.1.3) 


@ 高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 


第 四 章 一 类 高 阶 非 线性 波 方程 整体 解 的 不 存在 性 
第 一 节 引言 
第 二 节 ”局 部 广义 解 的 存在 唯一 性 - 
第 三 节 解 的 爆破 … 

参考 文献 … 
第 五 章 ”一 类 非 线性 双 曲 型 方程 初 边 值 问 题解 的 爆破 - 
第 一 节 引言 和 主要 定理 … 


第 二 节 ”主要 定理 的 证 明 … “84 
参考 文献 ewesssesossssssossoessoe' 89 
第 六 章 ”一 类 非 线性 双 曲 型 方程 整体 解 的 不 存在 性 - “91 
第 一 节 引言 

第 二 节 问题 (6.1.1) - (6.1.3) 的 整体 解 

第 三 节 问题 (6.1.1) – (6.1.3) 的 整体 解 的 不 存在 性 - “92 
第 四 节 ”定理 6.2.2 的 一 个 应 用 :95 
参考 文献 “96 


第 七 章 ”一 类 非 线性 波 方程 初 边 值 问 题解 的 爆破 
[ C йй re 


第 八 章 一 类 广义 Boussinesq 型 方程 解 的 爆破 
| NE D 
第 二 节 局 部 广义 解 的 存在 唯一 性 


第 九 章 ”人口 问题 中 的 一 类 广义 Ginzburg — Landau 


模型 方程 的 时 间 周 期 解 
D E I E 
第 二 节 ”问题 (9.1.1) - (9.1.3) 的 近似 解 的 积分 


— 2 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 @ 
н * 


第 十 章 ”人 口 问题 中 的 一 类 二 维 Ginzburg - Landau 


р О 147 
i 147 
第 二 节 ”积分 估计 和 问题 (10.1.2) - (10.1.4) 的 

HPE erit rere rines iari 149 


第 三 节 问题 (10.1.2) — (10.1.4) 解 的 存在 性 与 


第 十 一 章 “一 类 广义 Swift — Hohenberg 模型 方程 的 
时 间 周 期 问题 … 


第 二 节 问题 (11.1.1) - (10.1.3) 的 近似 解 的 
存在 性 及 积分 估计 ee 167 
第 三 节 问题 (11.1.2) - (11.1.3) 解 的 存在 性 与 


@ 高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问 是 


第 二 节 问题 (13.1.1) ，(13.1.2) 整 体 解 的 不 存在 性 ……: 191 
参考 文献 … N 


第 十 四 章 一 类 高 阶 非 线性 发 展 方程 Cauchy 问题 解 的 


第 一 章 一 类 广义 Boussinesq 型 
方程 的 Cauchy 问题 


第 一 节 s š 


本 章 考虑 如 下 广义 Boussinesq 型 方程 的 初 值 问题 。 
Us Us uus + QU +Buaa = (и), xe R, 1>0(1.1.1) 
u(x, 0) =p(x), u(x, 0) =y(x), xeR (1.1.2) 
.其 中 ,u(x,t) 表 示 未 知 函数 ,ws muss, uqa = Uus f(s) 是 给 定 
的 非 线性 函数 , a >0 和 B >0 是 常数 , p(x) 和 (x) 是 已 知 的 初 值 
函数 。 
有 很 多 具有 主 项 u, -uw 或 u, + te 的 方程 ， 这些 主 项 与 方 
程 (1.1.1) 密 切 相关 . 在 弱 耗 散 介质 中 的 非 线 性 波 的 传播 由 Bouss- 
inesq 型 方程 
и, — Wm +и „= (и?) 
和 Boussinesq 型 方程 
ш-ш-ш = (и?) 
3e 7 弹性 杆 中 的 纵向 形变 波 的 传播 模型 由 偏 微分 方程 


dc stie by (1.1.3) 
Р 


描述 , 其 中 p=3 或 p =5。 这 个 方程 就 是 所 谓 的 Pochhammer — 
Chree( PC) Jj &U 。 

在 一 些 波导 杆 中 非 线 性 波 的 传播 问题 中 , 杆 的 纵向 位 移 
u(x,t) 满 足 方程 


„ш ш ы 


1 =u, =й = 
p OD ts cus = (ÓU? eau, Ви). 
(1.1.4) 


oi — 
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这 个 方程 可 以 通过 利用 哈密 顿 原理 得 到 "“. 同样 的 方法 , 也 
可 以 得 到 如 下 方程 


We ty = o +ou? +ац, -hu). (11.5) 


文献 [6] 在 研究 具有 微观 结构 的 圆柱 型 弹性 杆 内 部 非 线 性 纵 
向 应 变 孤 立 子 波 的 时 候 , 通过 使 用 Cosserat 模型 和 Le Roux 连续 
型 模型 , 使 问题 得 到 解决 。 文 献 中 曾经 讨论 过 一 种 过 程 ,描述 纵 
向 非 线性 应 变 波 传播 时 的 方程 。 控 制 这 个 过 程 的 模型 方程 属于 
Boussinesq 型 ， 即 通常 所 说 的 双 耗 散 方 程 

u,-ou, (U) py -оуи„+аш„=0, (1.1.6) 
其 中 , 系数 oa, аз, аз, о, 都 是 依赖 于 感 材料 的 弹性 参数 , ЗЕН. 
а, 05, 0, >0。 
文献 [7] 导 出 了 描述 具有 表面 张力 的 水 波 方程 
us 一 ts и. +аца + Вида = (и?) (1.1.7) 

对 于 方程 (1. 1.3) - (1.1.5), 已 经 有 很 多 的 研究 结果 
[8 -12]。 文 献 [13] 的 作者 研究 了 方程 (1.1.6) 和 方程 (1. 1.7) 
的 初 边 值 问题 , 作者 证 明了 方程 (1. 1.7) 的 初 边 值 问题 整体 广义 
解 和 整体 古典 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 同 时 , 文献 [13] 还 给 出 了 方 
程 (1.1.6) 的 初 边 值 问题 整体 解 不 存在 的 充分 条 件 . 至 于 初 值 问 
题 (1.1.1)、(1.1.2)，, 至 今 还 没有 见 到 相关 的 研究 结果 。 

本 章 的 目的 就 是 证 明 在 某 些 条 件 下 , 问题 (1.1.1) (1.1.2) 
有 唯一 的 整体 解 , 并 且 也 将 给 出 问题 (1.1.1) , (1.1.2) 的 整体 解 
不 存在 的 充分 条 件 。 

本 章 采用 如 下 这 些 记号 : [表示 通常 的 所 及 上 的 -R 
构成 的 空间 , 具有 范 数 lul = lul „; H 表示 通常 的 R 上 的 Sobo- 
lev, 具有 范 数 

К = Сә, = pa [e al 


Hr 表示 R 上 相应 的 具有 半 范 数 lull a = | | | | ека а, 
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其 中 , se R, 了 是 单位 算 子 , 2(&, t) Ж ula, t) XFAR x 的 Fou- 
rier 变换 ， 即 


al, D) === [` e“ u(x, t)dx, 
首先 , 给 出 几 个 后 面 要 用 到 的 引 理 。 
引 理 1.1.1 (Sobolev 嵌入 定理 ) 对 >=1, H'—C(R) NL” RÈ 
立 , Bop] RRRARR. 
5]81.1.2 fige CI (R), 500) =0, 21, 那么, 对 
uel, 
MAC) MeS CoC Hull „) Mull > 
其 中 , Co( lull 。 ) 是 依赖 于 lull 。 的 常数 。 


引 理 1.1.3 假定 ,5>s> 二 , МЯ ue H^, пен", dE 


在 着 估计 式 
fuv] > < G, lull Moll не 

其 中 , C, ЖЗ и 和 vw 无 关 的 常数 。 

上 述 这 些 引 理 都 可 以 在 文献 [14] 中 找到 。 

本 章 的 安排 是 这 样 的 : 在 第 二 节 中 , 通过 利用 压缩 映射 原理 
证 明 问题 (1.1.1)、(1.1.2) 的 局 部 强 解 的 存在 性 和 唯一 性 ; 在 第 
三 节 中 , 证 明 问题 (1.1.1) (1.1.2) 整 体 解 的 存在 性 和 唯一 性 ; 
在 第 四 节 中 , 讨论 问题 (1.1.1) (1.1.2) 的 整体 解 不 存在 性 。 


第 二 节 ”问题 (1.1.1)，(1.1.2) 的 局 部 解 的 


存在 性 和 唯一 性 
首先 考虑 线性 问题 。 
u, 一 zs —Ш + ош. + Вила =g(x, t), хеК,1>0 (1.2.1) 
u(x, 0) =ф(х), u(x, 0) =ф(х) (1.2.2) 


引 理 2.1.1 假定 peH, реН, geL" (0, T;H 7), seR, 
= 
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T»0, 则 问题 (2.1.1) ，(2.1.2) 有 唯一 的 解 
ueC([0, T];#')nC'([0, Т]; Н") nC ([0, Т];Ҥ) 
并 且 成 立 估计 式 
[A 
SO 2h) е + Се +1) [ф lm 


ГЕ ratez +1 


8&1 f їс, т) l mdr, 0 <í < T (1.2.3) 


其 中 心 = max{1, gl 
证 明 与 文献 [15] 中 的 过 程 相似 , 可 以 得 到 问题 解 的 存在 性 
与 唯一 性 。 显 然 


ü(£, 1) =8(é) cost е0 


i. (ETE A 1+ 
дк 1+аё snt |н 


1 1+ ¿ 1 
А Lite огге 
sin((1-7)|£ | Ie ego (1.2.4) 
注意 到 


па доне [е ч о p p a eee 


(2.1.5) 


1а rte БЕ аа |е паж 


— s 
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=e [ ануса (1.2.6) 


+; i /+ 1 
1а +2) KEAT PE DEE 
E 1 2 
sin((t-7)|£| hiis I 


А 5 1 
< а: Qa xeyo-ngG, Dus +в!” 
+ faa CHEVE, r) Pë 
sar foa CIENTE E, па 
+£ |. OEV EE, Dde 
Lr 


<4(2 +2 | 7)d£ (1.2.7) 


H1 (1.2.5) - (1.2.7) , 可 以 得 到 
ЕЛ АГА 


2073 |, Маст) Nmadr. (1.2.8) 


由 (1.2.4) 可 得 
à -& e| н ine | аво 


(E) cost le feo 


+ EG “Чур 


| 1 
cos(| ё | [tane (1.2.9) 


s [ — 
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¿G D = -ADE TE oen [s 1596) 
-Oe nt lel m 
spa )- fic. M TT TT. 


Ета 
(1.2.10) 


注意 到 


ra «eto e| че |е аре 
sj a+ eye ed 


si f, G eye coa -R I els (1.2.11) 


DA dN er 2 Le LM 
(1.2.12) 


ОЧЕ ИШ c AT 
пазе, ога gene [95 ca o) 1 


m 1 
<| a «£y G. nca гару Peg 


= аб, т) Па (1.2.13) 
把 (1.2.11) - (1.2.13) f£A (1.2.9) , 可 得 
lu,( e, £) | Sko delle + Mell 


* L Пас, т) || m-2d7 (1.2.14) 
° 


同样 地 ,， 有 
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CG она |е [2 s эт 


Sko | elm (1.2.15) 
ase кее [159 une | e| [LE І 
Sko |» (1.2.16) 


(1+0) Үр isgoge UG D ‖ < Паст t) Mae 


(1.2.17) 
анан, |е 
васе а-о) БАГЫТ? 


(1.2.18) 


把 (1.2.15) -(1.2.18)4%А (1.2.10) , 得 
lu.) eh lol tko sla lC. D la 
+ Пас lsdr (1.2.19) 

H1(1.2.8), (1.2.14) f(1.2. 19) SIN (1.2.3) 7, 3I 
得 证 。 

XİM, T>0, ge eH Ж 

X(M, Т) = |wlw e C([0, T];#')nC'([0, T]; н) nG 
(10, T) 4H) , w(x, 0) =ф(х), w (x, 0) =ф(х), max[ | ws, 
t) + ПС t) [+ ПС 0 М) 

EXAM, 7) 中 的 距离 为 
4(ш, w) =max[ | w — | 3, + ||, — w, |2, + |, mw 12.12, 
Vw,weX(M, T) 
对 weX(M, T) flf e C(R) ,考虑 线性 方程 

ie 
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Us 一 Lee 一 au + oua + иш — f(w),, (1.2.20) 
BESO) =0, EFR, Afu) -ARE Su) o 
定义 $ 是 把 w 映 到 方程 (1.2.20) 的 唯一 解 的 映射 . 下 面 证 明 
对 适当 选择 的 M ЯП Т, ВЕЙ ЗЕ ХОМ, Т) 中 有 唯一 的 不 动 点 。 
引 理 1.2.2 假定 ;=1, рен, y eH, #fec™ (R), w 
对 充分 大 的 M 和 相对 于 M JE 4F 69 T, 5% X (M, T) 到 
X(M, T), 
证 明 XEM, 7>0 flu e X(M, T), 由 引 理 1.2.1 得 
luC* о ec Hut 2) pet ае t) Me 
S 2h) | e ll oct Got 1) llle 


И СЕРИ M 


+1+h] f биб, 004 Lade (1.2.21) 


利用 Sobolev 嵌入 定理 和 引 理 1.1.2, 得 
Дв, 0) M on ПСС, 0) ССМ) llu HL 
*«C,(M)M. 
因此 


Reza +1 +ь1[, lfCwC * ,т)) | -4т 
&GODMTIG 7) *1 ek]. (1.2.22) 
利用 引 理 T. 1.2, 可 得 
Поб + ‚,)) П m-2 
= = 0)) + оС е) mdr 
<C | e |> +C, (M)CG,(M)MPT, (1.2.23) 
其 中 C, 是 与 M 无 关 的 常数 . HH (1.2.21) - (1.2.23) 可 得 


Nu(e, + Пас E) + ас t) Ma 
<[1+2k +C] | ele * CIR +1) |y Moe 
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+C,(M)C,(M)M°T + [T7 14k ]C,(M)MT 


(1.2.24) 
Шш M 和 了 满足 
M>2[ (1 *2k, + Co) le || + (ko +2) 101) 
(1.2.25) 


Т<ти{!, lie MC (DM +с,(м)[2(1 =) 


+1+217] (1.2.26) 


则 (1.2.24) 式 的 右 端 不 超过 М, 所 以 
|| (Se) (0) || + I| Sw) (Co [| + | (5ш)„() 1, 
VweX(M, T). 

引 理 1.2.3 假定 引 理 1.2.2 的 条 件 成 立 , fe CI. ЖМ 
КАКЕ THF М 足够 小 , ДВЕ S:XCM, T) ХОМ, T) JE 
格 压缩 的 。 

证 明 UEM, 7T>0 和 wi, we X(M, Т). їй ш -Sw,, и, = 
$w,, U-u, -u,, W-w, -wi。 显 然 0 满 足 如 下 Cauchy 问题 。 

О, - U,, — Us + Us +BUA, =f(u,),, Ў). 
U(x, 0) =U,(x, 0) =0 
由 引 理 1.2.1 知道 
MUCE) ls + NOG) I> + Ша)» 


< [/би,)„ — fn) ma + 120 + 


+1 +h] | 106). Лоо). | зт, (1.2.27) 
利用 引 理 1.1.1 1.1.3, 可 得 
f, Mens Л). Leader 
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< NAW) — fü) | mdr 
; 


= f, MPG + 0 Go, = w) ) G = s) | ndr 

= 3MC, (М) Tmax || W || m (1.2.28) 
Vf Go =). Ms 

< Mon) - fon) |a 


= f Gn), fn) dre 


= f If" Qu, + 0,(w, = ж) ) Waj, + f' (s) W, || mdr 
= 3CG,(M)C, (M) MT(M + 1)max( || | + | W, ||). 
(1.2.29) 
把 (1.2.28) (1.2.29) £A (1.2.27) , 有 
V UG) e + EUG) Ds + Со) De 
= 36, (M) C, (M) MTCM +1) max( || W || „+ | W, ls) 


*3D(T+ 79) +1 +] (M) Mna "LAM 
由 此 知道 , 如 果 M 和 了 满足 (1.2.25) , (1.2.26) 以 及 
T<minf1, [eoo anii) 


+[1+k *2(1 tgp 60nn] `), 


JUS Wc XCM, T) 8l X(M, T), 并且 是 严格 压缩 的 . 引 理 证 毕 。 
定理 1.2.1 假定 s>1, фен, уен ЦА fe CU (R), 
则 问题 (1.1.1) ，(1.1.2) 有 唯一 的 局 部 解 u(x, г), 解 的 最 大 定 
义 区 间 是 [0, Ta) (T, >0), ЖН ue C([0, Т,); н) nC'([0, 
То) ;H) nC([0, T) H), ШЖ 
зир, адо, у u(t) Ilat lt) + а.о) ml] <, 
(1.2.30) 
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WT,-e. 
证 明 ”和 文献 [16] 中 定理 3.1 的 证 明 方法 相同 , 借助 于 压缩 
映射 原理 , 利用 引 理 1.2.2 和 引 理 1.2.3, 容易 得 到 定理 的 结果 。 


第 三 节 ”问题 (1.1.1), (1.1.2) 整 体 解 的 
存在 性 和 唯一 性 


首先 给 出 问题 (1.1.1) ，(1.1.2) 的 局 部 解 的 先 验 估计 。 
引 理 1.3.1 假定 定理 1.2. 1 的 条 件 成 立 , 并 且 y e А", 
Ув) FHAR, 即 存在 常数 4 使 得 (5) > 4 成立 ;F(P) e L', 


ЖР (з) = 三 Kr)dr Ж 
E.G) = а Waa Mull? us E? edu | 81 us N? 
= MC), Nt e [0, T], (1.3.1) 
这 里 及 后 面 出 现 的 M.(7) (i = 1, 2) 都 是 依赖 于 7 的 常数 。 
证 明 (s) = f(s) - As, Aç = min10, A|. W A, < 0, 
而 (0) = 0, f(s) 是 单调 增 的 。 因 而 FoCs) = AG) > 0, iit 
直接 计算 并 利用 方程 (1.1.1), 可 得 
ЯЕ о) = 200, |£| m) +2(6, à) «206, 6) 


+2a(m, |£ là) +2800, | £| m) 
= -2(&, hu) * Aj), (1.3.2) 
üh C, 2) 表示 D 空间 的 内 积 . 对 等 式 (1.3.2) 在 [0, t] 上 积 
分 , 并 利用 Cauchy 不 等 式 , 得 


E(t) +2 [^ Е,(и(«, t) )dx 
«5,(0) +2 f^ веба) -Ao f, (Nul? + |, Ed 
(1.3.3) 


п 
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由 Gronwall 不 等 式 知道 , (1.3.3) 式 表明 (1.3.1) 成 立 。 
引 理 1.3.2 在 引 理 1.3.1 的 条 件 成 立时 , WR pem", 
yet”, WJ 
Mule, t) Met lu, t) ПМ, (Т), Vre [0, T]. 
(1.3.4) 
证 明 方程 (1.1.1) 的 两 端 同 乘 以 us, 然后 在 R 上 积分 , A 
用 分 部 积分 可 得 


ОТТЕ ue D I? 


*alussC a £) M? +8llu,a( t0 00] 
= -2(f(u),4, us) (1.3.5) 
由 引 理 1.3.1 和 Sobolev ЛЕЕ, u e L" .利用 引 理 1.1.2, 有 
(Wua, aer) | Cali CIC D N 
* d useCt oO ID ass 00 (1.3.6) 
把 (1.3.6) 代 入 (1.3.5) 后 , 两 端 在 [0, t] EERS, 并 利用 Young 
不 等 式 和 Gronwall 不 等 式 , 有 
Ns a E) M? e un 0 1 + uesC a £) M? 
*alusa(* 0) 12 *BlussCt, t) | «M. 
(1.3.7) 
(1.3. 1) 0(1.3.7) 3681 (1.3.4) З, 
定理 3.1 ([oEsIÓI.oeH",weH"nH^, 
fec"? (R), f(s) FARE Fle) eZ, WB. 1.1), 
(1.1.2) 有 唯一 的 广义 解 u(x, t), 定义 在 区 间 [0, о) Е, 并 且 
ueC([0, om );H*(R)) NC (LO, &);H"(R)) nC (0, e); 
H'2(R)). 
WEBB 根据 定理 1.2.1, 只 需 证 明 
вир, го, иб, [ea + HC ,2) [ье 
+ (jual e, 0d elec (1.3.8) 
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注意 到 引 理 1.3.2, 利用 方程 (1.1.1), 有 
uC, Dll ma SA но) |С =, D| ea + ПСС, 000 ee 
=[1 +а+С,(М,(Т)) ] HuC * t) lue 
注意 到 (1.3.4), 可 知 (1.3.8) 成 立 。 
E31 m >-, AM Sobolev 嵌入 定理 , 有 
ueC([0, »);C'(R)) nC ([0, æ );C'(R)) 
ncz([0, w );C*(R))。 因 而 ， >N, 定理 1.3.1 中 的 解 


u(x, t) RESIBICI 1.1) , (1.1.2) 的 整体 古典 解 。 
第 四 节 ”问题 (1.1.1) (1.1.2) 整体 解 的 不 存在 性 


引 理 1.4.1 (W[11], [17]) 假定 正 的 二 次 可 微 函 数 H(1) 
Xt Vi20, HH - (1 +8) P 20 jr, 其 中 5>0 是 常数 . 若 刀 (0) > 
0, A(O) »0, ngeten <O, peik in Bt, Но) o 
ô H(0) 


引 理 1.4.2 假定 /eC(R)， F(s) = Andr, ee we 
НВ", F(g) ell.u(z, t) él] BRCIL 1.1) , (1.1.2), Ж) 
Е(1) = llu( +, + lu( d^ qu 0 1? 
жа „(+ DI +8l1u,( O0 
af F(u(x, t))dx - E(0) (1.4.1) 
证 明 通过 直接 计算 , 利用 方程 (1.1.1), 有 
d 
aO =0。 
上 述 等 式 关于 :积分 , 可 得 (1.4.1)。 


定理 1.4.1 假定 引 理 1.4.2 的 条 件 成 立 . MEX VseR， 
sf(s) <2(1 + 和 A)F(s) (А >0 是 常数 ), 则 当下 面 的 条 件 之 一 满足 
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时 , 问题 (1.1.1) ，(1.1.2) 的 解 u(x, t) 在 有 限时 间 爆 破 : 
(1)E(0) «0; 


eo) =0, (e| "e, || «C Ф) ве |a. е0 > 
0; 
(0&0) >0, (| e. |179) +8, Ф) «| 
2 / EQ) Cl ela + lel *BTe Vu 
um Ф 
Mo) = аа парве осе)? 
(1.4.2) 


el» 


Ф, 


Yo Ж, 是 待定 的 非 负 常数 . 则 
HG) 2x(|e| a, [e| i) «28, à) 

ове а, |£| à) «20 (e) 

利用 Schwarz 不 等 式 , 有 

наана [e| gh аал 


ú, |” +y] 
(1.4.3) 
利用 方程 (1.1.1) 和 能 量 等 式 (1.4.1), 可 得 


HG) 22 4| e| "à p? «2 à p? 280 |e |6, 1225 
exde| "à, | e| i) +2, à.) «280 à, |е 
-2j[e| a 2 à 1° 2810 


E. = 
*2(, -à-a|£l'à- f) 


й.) 


gli, 2 42y 


s21 e| 2 pez pq? 


Ile à 1*2» 22180? -2а | £ | i]? 
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-oa 
= -(2+4А)(Е(0) +у,) 

saalel а, + na ngn lelin? 
+y) +4A lâl? 8422 |£ | à]? 


af [(1+2A)F(u) -uf(u) ]dx. (1.4.4) 
由 (1.4.2) - (1.4.4) 可 得 
H(1) H(t) -(1+A)B(02 > -2(1+2A)(E(0) +y) H(t) 
(1.4.5) 
Ж: E(0) «0, Жу, = - E(0) >0, 由 (1.4.5) 得 
H(D B) - (1 +A) Н (t)? 20. (1.4.6) 
显然 , 如 果 充分 大 , H(0) >0. 由 引 理 1.4. 1 知道 , 在 最 多 等 于 


НСО) < + wm testa] T, HO OSSA 
A H(0) 


ШЖ. E(0) =0, Ж y, =0, 则 (1.4.6) 成 立 。 注 意 到 定理 中 的 
(2), AACO) >0。 利 用 引 理 1.4.1， =й ЛО < +o 
的 有 限时 刻 Т,, H(t) 成 为 无 穷 大 。 

如 果 E(0) >0, Жу, =0, MJ H(t) 满足 

Н(ї)Н(ї) -(1+A)H(022 -2(1+2A)E(0)H(t) 
EN It) =H-"(t), W (0) = ABA (0) B (u) 
IG) = -AHP LHG) HD - (1 +A)B(0)2] 
x2A(1 42A) E(0) H^ (t). (1.4.7) 
注意 到 定理 中 的 (3), 有 7 (0) «0. 7 = sup[tl i (т) «0, re [0, 
0), m PG) RERET A, 5>0.(1.4.7) 两 端 同 乘 以 2 1 (0), 得 
EIOS -40 $21) EC) HQ) B (D) 
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=4xX E0) £j 77 (0), Vie[0,2. (1.4.8) 
(1.4.8) 式 两 端 在 [0, г) 上 积分 (te [0, 0), 得 
1(а)%> Í (0)? +4А?Е(О)[НТ2-' (t) -H-2-1(0)] 
(1.4.9) 
由 定理 中 的 (3), 可 知 
Í (0)'-4A22E(0)H-2-1(0) >0 (1.4.10) 
注意 到 7 (u) 的 连续 性 , (1.4.9) 80(1.4.10) f, 

对 te[0, t), Í) < -vV 1(0)? -44E(0) H (0) ; 
根据 :的 定义 , 这 个 不 等 式 对 所 有 :0 成 立 。 因 而 

100) <1(0) -t ү E(0)? -44*E(0) H>- (0) , Vi>0 
所 以 , ЕЛУ T, (0 <T,<T,), # I(T,) =0, 其 中 

T, =1(0)[ Í (0)? -44^E(0) H>- (0) ] 3. 
因而 , HOERA T, 为 无 穷 大 。 

注 1.4.1 (1) ВЕ (5) =as', p >1 是 偶数 , a#0. 取 olx) 
=e", у(х) o que? , ДР ag >0, 则 对 适当 大 的 |g | >0, 定理 
1.4.1 的 条 件 满足 。 

(2) 假定 1(s) 2as, p >1 是 奇数 ,a <0。 则 对 适当 大 的 
q|»0(q«0), р(х) 2 qu^ Rip (x) =gxe 下 满足 定理 1.4.1 的 
条 件 。 
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第 二 章 一 类 有 具有 粘性 项 的 拟 线性 波 
方程 的 初 边 值 问 题 


第 一 节 引言 


在 本 章 中 , 考虑 如 下 的 非 线性 发 展 方程 的 初 边 值 问题 。 


2 P-L 
=, - divlo(|Vu Р) Vul -Au - Au, +8 ||", 
= | | un en, t0, (2.1.1) 
u(x,t) =0, x e ðN), t>0, (2.1.2) 


u(x, t) = u(x), u(x, 0) = u(x),x e Q (2.1.3) 
将 证 明 问题 在 小 初 值 条件 下 的 整体 广义 解 的 存在 性 、 唯 一 性 以 及 
解 的 爆破 性 质 。 其 中 CQCR"(N>= 1 是 自然 数 , MN = 1 时 , 0 是 
一 个 有 界 区 间 ) 是 具有 充分 光滑 边界 32 的 有 界 区 域 , u(t, x) 是 
关于 变量 x = (х, х, зе, ху) E 人 2 以 及 te R, = [0, + о) 的 未 


RII, c (5) 是 已 知 的 非 线性 函数 ，V = Cons rss e Ж 


RR" 中 的 梯度 算 子 ,“A” 表 示 R" 中 的 Laplace WF, q > 1, 
p21,8»0,4 > 0 都 是 常数 , u (x) A u (х) J Q ER LATI 
Ж, 下 标 x(N =1) 和 + 表示 求 偏 导数 。 

方程 (2.1.1) 是 在 描述 弹性 杆 的 非 线性 振动 时 提出 的 ,此 
时 的 rr = 0, 8 = ш. = 0, Greenberg 在 1969 年 提出 并 研究 了 这 种 情 
形 的 大 初 值 时 整体 光滑 解 的 存在 性 。 此 后 , 许多 作者 用 各 种 不 同 
的 方法 从 不 同 的 方面 对 此 情形 的 相关 问题 进行 了 研究 2- 。 当 
o(s) =0, p = 0, 8 =1 时 ,Nakaof 考 虑 了 方程 (2.1.1) 的 解 的 


存在 性 及 衰减 性 质 。 文 献 [9 -13] 讨 论 了 形 如 us - Au =p |u|" u 
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的 方程 ,指出 如 果 初 始 能 量 为 负 时 , 则 源 项 | u |° и 的 存在 引起 
整体 解 的 不 存在 以 及 某 些 情形 下 解 在 有 限时 刻 爆 破 。 

文献 [14, 15] 的 作者 则 研究 了 形 如 - Au +8 | u, u, =0 
的 方程, 指出 当 p > 1 时, 非 线性 阻尼 项 5|u ” wu 保证 了 对 任意 
的 初 值 整体 解 的 存在 性 。 

文献 [16] 研 究 了 形 如 ws - Au +8 |u, |", = и |u |u tpr 
HE p >1 时 的 情形 , 探讨 了 阻尼 项 和 源 项 的 相互 作用 , 指出 在 p 
<q, q 大 站 (这 一 条 件 只 在 ”> 3 时 需要 ) 时 , 如果 初始 能 量 
充分 负 , IU Cauchy 问题 的 解 在 有 限时 刻 爆破 。 

Levine 在 文献 [17] 中 推广 了 文献 [16] 中 的 结果 , 证 明了 如 果 
p <q, 9 SHS (这 一 条 件 只 在 > 3 时 需要 ) , 则 问题 没有 整体 
解 。 

Messaoudi" 也 改进 了 Georgiev 和 Todorova! 的 结果 , 把 文 
献 [16] 中 解 的 爆破 的 初始 能 量 *“ 充 分 负 "的 条 件 削弱 为 “ 负 "。 

此 外 , 文献 [19,20] 的 作者 也 研究 了 文献 [16] 中 的 方程 , 讨 
论 了 阻尼 项 和 源 项 的 相互 作用 , 指出 了 p = 4 是 临界 情况 . 当 g < 
p 时 ,对 任意 具有 紧 支 集 的 初 值 , 弱 解 整体 存在 ; 当 g > p 时, 如果 


初始 能 量 是 负 的 ， 则 解 在 有 限时 刻 发 生 爆 破 。 
文献 [10] 和 文献 [21] 研 究 了 形 如 

Qu |u), - adiv(|vu ушу tbu |а е ПЕ 

的 方程 的 初 边 值 问题 , 证 明了 问题 整体 解 的 不 存在 性 , 其 中 div 

(vu [^ Vu) 表示 工程 应 变 张 量 (也 称 第 一 Piola - Kirchhoff 应 变 


KE). 
Park 和 Bae ^ ЖЕЕ T (2.1.1) — (2.1.3) 。 可 以 看 出 ， 
方程 (2.1.1) 是 前 述 文献 中 所 讨论 的 方程 在 某 种 意义 下 的 广义 形 
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式 。 文 献 [22] 的 作者 想 证 明 此 问题 在 小 初 值 情形 下 整体 弱 解 的 
存在 性 。 然 而 遗憾 的 是 , 由 于 文献 [22] 中 的 (3. 10) (3.11) 和 
(3.35) 式 的 推导 过 程 出 现 错误 , 导致 所 得 结果 失真 。 此 外 ,该 文 
在 引言 中 介绍 到 要 证 明 问 题解 的 存在 性 及 唯一 性 , 实际 上 , 文中 
并 没有 讨论 解 的 唯一 性 问题 。 

本 文 重新 对 问题 (2.1.1) - (2. 1.3) 进 行 研究 , 将 改正 文献 
[22] 中 有 关 的 错误 推导 , 并 且 将 避 开 文献 [22] 中 使 用 迹 定理 时 的 
复杂 运算 , 证 明 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 在 5 > 0, н > 0 时 整体 广 
义 解 的 存在 性 ,同时 完成 解 的 唯一 性 的 证 明 。 此 外 , 本 文 在 建立 
一 微分 不 等 式 的 基础 上 , 给 出 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 解 发 生 爆 破 
的 充分 条 件 , 这 是 文献 [22] 不 曾 研究 的 。 

本 章 使 用 如 下 记号 : (Q) (1 <р < + о) 表示 由 通常 定义 在 
上 所 有 D – 函数 构成 的 空间 , 其 范 数 为 Il, = Mem» Hl 
= ||: |, H" (Q) 表示 通常 的 Sobolev 空间 , 其 范 数 记 为 |i] n 其 
中 m 是 非 负 整 数 , C" (0) 表示 由 通常 的 定义 在 及 上 所 有 的 mm 次 
连续 可 微 的 函数 构成 的 空间 , Q, = (0, T) x No 

这 里 引入 后 面 需要 的 几 个 引 理 。 

引 理 2.1.1 (Sobolev – Poincarl ? ) 如 果 1 < q <+m(N = 


1,2) 或 者 1 <g < 入 二 2(N > 3)， 则 存在 常数 C(0, q + 1) 使 得 
对 Vu e НСО), Ж 
[ш ы < C(Q,q+1) || Vul 

引 理 2.1.2 (9 ) 假 定 QC RY xR, 是 一 有 界 区 域 , g, 和 g 是 
D(Q) <q <+ =) 中 的 函数 ,| z, | xa) < C, g E Q 中 几乎 
ДДН g, W g, Te L (Q) ЗОТ go 

引 理 2.1.3 (!21) Wb X Æ Banach 空间 。 如 果 

fe (0, TX), T e (0, Т;Х)(1 < p <+ 9) 

则 必要 时 可 以 在 一 个 零 测 集 上 重新 定义 的 /从 [0, 7] AX E 
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引 理 2.1.4 RE ù = F(t, u), oz F(t, v), F e С([0, 
+e)x(-%@%,+e)),u(to) = s(t), to 20, W4 £ > t Bf, 
olt) > u(t) 

为 了 讨论 问题 (2.1.1) - (2.1.3), 定义 位 势 u(t, -)), 能 
Ж E(u(t, -)) 以 及 7 - 正 集 如 下 : 

Хий, D= dava, JP -zlee Э, u e m) 
биб, )) = || Vult, +) ° -u ult, +) | 1, u e HCQ) 
W = {и e H(0) | I(u(t, -)) > 0} U {0} 

本 章 安排 如 下 :在 第 二 节 中 给 出 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 近 似 
解 的 积分 估计 ;第 三 节 证 明 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 整 体 广义 解 的 
存在 性 与 唯一 性 ;第 四 节 证 明 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 解 发 生 爆 破 
的 充分 条 件 。 


第 二 节 ”近似 解 的 积分 估计 


设 b | JE PUD) 的 一 标准 正 交 基 ， 由 相应 于 特征 什 
NG 71, 2，…) 的 特征 问题 
Aw Aw -0,w| =0 
的 特征 函数 构成 。 设 
“б, 2) = Yan wn) 
是 问题 (2.1.1) - (2. 1.3) f Galerkin 近似 解 , JEH e (OG = 1, 
25, m) ЖАПЕ, m 是 自然 数 ， 假 定 初 边 值 函 数 w(x) 和 
ш (х) 可 展开 为 
u(x) = Xm), u(x) = у веба) 
Eha, GG =1,2, уйй O 
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RUE т + = В, (а) Yap E CD) ike + 
2 


WG), 00 = È bwla) # HQ) n IP (0) 中 收敛 于 
u(x). 把 近似 解 w(t, х) IRA (2.1.1), 两 端 同 乘 以 w(x), 并 
在 人 上 积分 , 得 
(и. 一 divle(|Vu, b Vun) = Au, – Au, + 6 | ы ur ш) 
= (|а| uw). /=1,2, (2.2.1) 

Ж (:, -) 388 P (Q) 中 的 内 积 , 把 近似 解 u(t, х) CLER 
数 的 近似 

бы) = ууф), ne) = Y вна) 

£ f 

f&A (2.1.3) , 得 到 

2400) = а, gy(0) = bjj 21,2, =, m (2.2.2) 

引 理 2.2.1 假定 下 列 条 件 成 立 : 


1.1 <q <+ %( 


и >0,5 >0 和 p > 1 是 常数 ; 
2.0 <o(s) < К, 并 Eo(s) e C[0, +œ); 


Vut, x)12 


3. uo e W, u e H(Q) N L” (Q), Lh. ` e(s)dsds < 
K,, K, > 0 ЖЖ; 
4. nL CC, q +1)]'" Г t (md))] < 1 (2.2.3) 
则 Cauchy 问题 (2.2.1) ，(2.2.2) 存 在 古典 解 


g4(t) e C[0, T] 21,2, , m) 
un(t, x) e W(t e [0, T]) 


并 且 满足 估计 
I Vumlt, x)! 2 FE 
lus, D Ihe f, U обаа + ITI uus) | 
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en | u.s Cr, 0) 12247 ZI | Vu Cr, 0) ||*dr 


= 2Е(и,.(:)) < Ks, t e [0, T] (2.2.4) 
Ж К, > 0 是 常数 。 

证 明 ”利用 Picard 迭代 方法 ,可 以 解 问题 (2. 2. 1)， 
(2.2.2)。 因 而 问题 (2. 2. 1)，(2. 2. 2) 有 局 部 解 g(t) є 
C[0, T.yG 21,2, ss, m), 0 < T, € T, 

HF uom) > 0, FUB u, (2, х) 关于 1 的 连续 性 , 知道 在 : = О 
近 的 某 个 邻 域内 有 

I(u,(t, *)) 20 (2.2.5) 
设 tu 是 (2.2.5) 成 立 于 [0, tma) 上 的 最 大 时 间 ( 可 能 i = Т„). 
因此 


и, (2,5) = 


1 Я gel ETE 
gerne +a | Уш, 2H 


> сту! Уш, 17, є LO, taa) 


(2.2.1) ЖШ gC), EXE] = 1, 2，…, m жп, 得 到 
dCi Qs 2) + E Vult, +) N? + 8 ш, УД =o, 


这 表明 
Е(и„(ї, +)) + f E Vus Gs +) Ndr 
sf Muss D 114 = Еа C)) 02.2.6) 
注意 到 
Ји, (2, *)) < EQi C2), | Vu,(t, -) |? 


«К UJG, G, -) (2.2.7) 
利用 Sobolev — Poincaré 不 等 式 ，(2.2.3) 和 (2.2.7) 式 , 得 到 


n pus +) | 
s nl C(Q5g +1)]% | Vu,Ct, +) |t" 
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«ue Gg «1 ntes, )) 1 vu s 9) | 


«uL са 10) OC Du C)19 | vus, 2) N? 


< | VuG, ) 1, te [0, tan), 
即 
I(u,(t, *)) >0, te [0, r.) (2.2.8) 
由 (2.2.6) 和 (2.2.8) 式 知 (2.2.4) 式 成 立 .由 luu Cs *) 1, 
I Уи, (е, е) | 的 有 界 性 以 及 解 的 延 拓 定理 知 L,, = T. 引 理 
得 证 。 
引 理 2.2.2 假定 引 理 2.2.1 的 条 件 以 及 下 述 条 件 成 立 : 


L e(s) e C s«KX Узе [0, +œ) 


mar, Jobe'() = Жеб) 


2. 当 N=1,2 时 ,1 <p <+m ; 34 N >3Bf, 1epe N12 


则 问题 (2.1.1) — (2. 1.3) ff Galerkin 近似 解 满足 估计 式 
I Au,C, +) I? < С,(7), ге [0, T] (2.2.9) 
这 里 及 后 面 的 C;(7)(i = 0, 1,2, …) 是 与 m 无关 的 常数 。 
， 证明 〈2.2.1) 两 端 同 乘 以 - 2A e, (0 并 对 j = 1， 2，…， т 
求 和 , 得 到 


£ Vult, +) |? +2 | NODI 
= 2 (ut +), Aut, *)) +2 | Vut, +) |? 
-2(div(o(| Vu, (6, 5) | ) Vu, G, +)), Au, (t, 5)) 
+28(| uqta ust, +), Au Ct *)) 
-2u(|u C, +) "n. (, +), Au G.) 0.2.10) 
asp. — 
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(2.2.10) 式 两 端 在 [0, :] 上 积分 , 得 
II Аи, (е, +) 1° af I Au,Cr, +) l*dr. 
= llAu,(0, +) |? +2(u,,(t, +), Ди, (0, -)) 
-2(u, (0, -) , Au,(0, -)) af 1 Vu, (т, =) ат 


| Т 
-2 f Јанос Уш„(т, z) [уше я) | Au, (r, ж) вде 
+28[ Јас) | un (r, s) Au, Cr, x) drdr 


-2u |, fe inser [use ди (е, z) dedr 
(2.2.11) 
Fil (2.2. 11) 式 的 右 端 项 作 估 计 。 
XA Ma Dun 2i 28, 1 <p <+= i 5NNZ3N, 


Pepe 1+2, 利用 Gagliardo — Nirenberg 不 等 式 , 注意 到 


(2.2.4) 式 , 得 到 
Пао, 5) + < G. иб, +) MPO | уи, (о, +) 1 
< C, | Vu, (r, +) ^+". (2.2.12) 
(2.2.4) RI (2.2. 12) 5, 利用 Holder 不 等 式 , 得 


[20 f. f, [users з) us (r, an, Cr, x) dede | 


«25 f (т, MS M Ans rs +) dr 
< 6 fa VusG +) 1“ рди (е, +) Mdr 
< [CI Gs N? + Eus) N°0 )ar 


< cf l Au (т, +) N? + | Vu, (z, +) l? + 1)dz 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 
第 二 章 ”一 类 具有 粘性 项 的 拟 线性 波 方程 的 初 边 值 问题 


с, fe Lan. 0) 12 + CT) (2.2.13) 
如 果 p = 1, 有 
E n | us (т, x) usto x)Au, (7, x) dxdr 


< «f. ди, (т, ) F^ dre (T) © (2.2.14) 


N+2 
ҮМ, 


因而 , ММ = 1, 28,1 <р<+е XNz23H,l«p«s 
总 有 
[20 f. f, | ers 2) | um (z, а)ди, (т, x)dxdr | 


<C, f Mass D dr CT) (2.2.15) 
利用 分 部 积分 及 Holder 不 等 式 有 
[2u f. f, | ne. 2) uk (z, z) Au, (z, x) ddr | 
= 24и f, f, ner [7 |Уш(т, 2) [Фф 
24и f. ыт, MILI Vus, +) Brad 
(2.2.16) 


利用 Sobolev — Poincaré 不 等 式 及 (2.2.4) 式 , 有 
hualr, 2 [1л < CCR, g 1) ]7 | Vu,(z, +) ll < Со 


(2.2.17) 
利用 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 ( 取 А, = 00010) 和 Young Ж 
等 式 , 得 
| Vu Gr, +) Ha < G, П Vus, +) [2020 үди„(т, +) 2 
< Call + ди, (я, +) I?) (2.2.18) 


38(2.2.17) 8(2.2. 18) ЗИКА (2.2. 16) s, 得 到 
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E [us x) [utr x)Au, (7, x) dxdr 


< Cu f Nasr, D dr + Ca(T) (22.19) 
现在 估计 (2.2.11) 中 的 项 
-2 f. [ aiv |o(| Vu, (z, z) | ) Vu, (т, x) | Au, Cr, я) dede 


(2.2.20) 
注意 到 


| div | eX Vu, Cr, а) тит, x) || 
= |<) Уи, (т, x) Руди, (т, х) 


+2о'(| Vu, (т, оро 


аи, (т, х) ди, (т, x) 
» ox, дх,дх, 


= «| Vu, (r, x) | | Au, Cr, x) | 


n| 


a 2 
ка |е (т, а) DIVA (т, 2) | ` 


(X, 00 E 2) É +. (2.2.21) 


由 于 и, | ay 与 || Au, | 586r, 3202.2. 21) f£A (2.2.20) , 得 
到 


[2 f, Јао vues х) | ) vun, x) Lau Cr, 2) drdr 


«2K, ji | Au, Cr, +) ?dr 
Gu, (т, x) $ 
ean, ро y et 9 Ses. аі Aur, +) az 
«ax, f aas. -) а= 
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+ак, [пие +) |a Ане 7) Па 


< 6, | \лы(т, +) ar (2.2.22) 


把 (2.2.15) , (2.2.19), (2.2.22) RIRA (2.2. 11) 式 ,并 利用 
Holder 不 等 式 和 Gronwall 不 等 式 , 得 到 (2.2.9) 式 . 引 理 证 毕 。 
引 理 2.2.3 ”假定 引 理 2.2.2 的 条 件 成 立 , 并 且 当 N > 4 时 


1 QíN-2 N-2 
Dew 69 6 ninly 5. уа! 


成 立 , 则 如 下 估计 式 成 立 
I VusQs +) N? ж Соат +) M? + | Vs (r, 0) Ede 
< Cs(T), t e [0, Т] (2.2.23) 
证 明 (2.2.1PDMEDRDL- 242, (I), ERE = 1, 2, m 
RM, 得 


ET | иб, +) П + Au, (е, +) N?) +2 | Au,,G:, °) |? 
=2в[ аа, х) [ues z) Aus (a, z) da 
а 
АСС 2) |а, ди G, х) 


-2 divle(| Уш, 2) о, (е, x) l Au, Ct, я) dx 
19190 


(2.2.24) 
接 下 来 估计 (2.2.24) 式 右 端的 有 关 项 。 
利用 分 部 积分 可 以 得 到 


E INDEED [us z)Au,, (t, z)dx 
=2 | |а, а) [^ | Vunt, а) | de >o. 


(2.2.25) 
当 1 <N<3 时 , 有 
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Паб, +) Ila < Cr luat, ) [кл < ССТ) 
(2.2.26) 
利用 Halder 不 等 式 ，Young 不 等 式 以 及 (2. 2. 26) 式 ,并 注意 到 
N=1 或 2 时 ,1 <q <+%w ;以 及 N =3 时 1 <q <5, 得 到 


\ж f, Гао, x) |а, жди, z) as | 
s |- zua | аб, а) |" Vunt, X) Vu, Ga, x)ds| 
п 
<2⁄4lu,G, ЭЕ Уша, ӘЙ | Vus, +) I 
= С„(Т)(1+ || Vu,,(t, +) ||?) (2.2.27) 
PN > 4 时 , 注意 到 引 理 中 关于 q 的 假定 , 并 利用 Gagliardo - Ni- 
renberg 不 等 式 , 得 到 
l| Vu,G, +) lgs < Cs llAu,(t, +) | < C, (T) 
(2.2.28) 
lus Gs +) Il wa- < Ca Il Aunt, +) | < C,(T) 
(2.2.29) 
注意 到 (2.2.28) $0(2.2.29) , 得 到 


[2u (а.о, x) або, 0да, Cr, з | 


= 244 | u (2, +) мы, | Уша, +) Mg | Уш, +) | 
< C,(T)(1 + | Vu,(t, -) |°). (2.2.30) 
因而 , 当 > 1 BF, 在 引 理 的 条 件 下 , 总 有 


[22 f | v. Ct. 3) [us Ct, z) Au, Ga, z)a | 


= CA(T) 0. + | Vu, *) ll?) (2.2.31) 
注意 到 
[2 f divioc] Vials, о) [o Vue, z) Au, (a, z) d | 
a 


«2 [ e| Уш, z) |) ди, (а, z) I Ault, а) | de 
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Vu, (t, x) D II Vu, (t, x) f 


TIS J]. -| Au, (t, а) | de 


ovr Ox, Ox, 
<2K | Au, Ct, *) || ll Au C, +) | 
+C, || Ди, (t, +) Hl Anu +) 1 
< ди, (2, +) |? + Cu CT) (2.2.32) 
48(2.2.25) , (2.2.31) 82.2.32) LA (2.2.24) , 并 利用 Gron- 
wall RER, 得 


йыб, +) N? f Laus 2) ?dr 


= Eg CT). бе [05 T] (2.2.33) 
(2.2.1) 两 端 同 乘 以 gw2(!) ,并 对 j = 1, 2, …, т КП, 得 到 


Mums +) M? = Само Vu, [) Vun} + Au, + Au, 


Г 


-s|u а tp | |а. аа) 0.2.34) 


(2.2.9), (2.2. 21) X, 利用 Holder 不 等 式 和 Young 不 等 
式 , 得 


анас vu. Gs x) а, Со, z) pues Cte d | 
< f LeC Vu. t, x) О | vus. z) | 


у um 5 PERE 


<E lult, +) N? + Ca(T) (2.2.35) 
由 于 1<p<1+%(N>1),1<g<+o(N=1,2),1< 
N+2 IN+2 N-2 

q<y NaN 3,4), 1+1 Sg < піп, y 410 2 4), 


31 


@ 高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 


利用 (2.2.4) (2.2.9), (2.2.33) Ц Sobolev HA 388, 得 到 
Па, +) 1 < Ca I| uus +) |a, < ССТ) 
(2.2.36) 
Паб, +) | < Cn | us CS +) M non 

< Cs || V'u, (t, *) | < C, (T) (2.2.37) 
fIFI(2.2.36) , (2.2.37) , 并 使 用 Holder 不 等 式 及 Cauchy 不 等 
式 , 得 
|- ac iu P ims и) |ә, 5) Ns Поа, °) | 


Да, +) |? + CD. (2.2.38) 
[uc un uns una) | = pe hunte, ) MH aC 2 | 
illus, +) N? + C, (m. (2.2.39) 


利用 (2.2.9) 式 和 Cauchy 不 等 式 , 得 到 
(dun, una) EDI wa(t, +) | + C (T) (2.2.40) 


(Au, una) | S тунын, 2) |? + Gç l Au, (a, +) |? 


(2.2.41) 
B(2.2.35), (2.2.38) 81(2.2.41) £A (2.2.34) , 得 到 
lunas +) | < Ca | ди, C, +) |? + C, CT) 
(2.2.42) 
X1 (2.2.42) e [0, 1] 上 积分 , 并 利用 (2.2.33) 式 , 得 


fi u,a(z, +) [|?4т С (Т), t e [0, T] (2.2.43) 
Hi (2.2.33) &1(2. 2.43) 知道 (2.2.23 ) 成 立 . 引 理 得 证 。 


第 三 节 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 解 的 存在 性 与 唯一 性 


在 这 一 节 中 , 证 明 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 解 的 整体 存在 性 与 
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唯一 性 。 
定理 2.3.1 假定 下 列 条 件 成 立 : 
(1) e(s) e C'[0, + о), 并 存在 常数 K, > 0(i = 1, 2,3) 
使 得 对 Vv, v, e R, 有 
0 <(%) < K,, |a) L 
<K,, |o?) о) 1) 
* |00) -oQD | | 
<K |v-n | 
(2) р2 4, 并且 满足 1 <q <+m,1<p<+om(N=1,2) 


N32(N 23,4) 1 «qe min? 9-1 


N-2 N N-2'N-4 


l<q< 


(N>), B 1 «p «1 (N23) 


СЫ 


(3) ао eW n P(O), ще НСО) n (0, |, 
a (s)ds < К, 
alcia, q 1) Ont ())) <1 
Jt К, > 0, > 0 是 常数 , 则 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 有 唯一 的 
整体 广义 解 u(t, х), 并且 满足 
u(t, x) e 17(0, Т;Н(О) n H(Q)) (2.3.1) 
u(t, x) e L” (0, T;H,(Q)) n P (0, T;H(Q) n 
H(0)nLI"(Q;) (2.3.2) 
u,(t, x) e P(0, T; (0)) (2.3.3) 
HX Vw e L(0, T;H5(0)) N P" (05) 
f {us - divLoC| Vu [) Vu] - Au - Au, 
on 
u u, -p |u| ujude =0 — (2.3.4) 
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证 明 由 引 理 2.2.1, 2.2.2 和 2.2.3 知道 
lu,G, +) MH + ыб, Эа + f CN Autr, 2 I? 


+ аат, +) Ede + f durs 114г 
= C4(T), t e [0, T]. (2.3.5) 
ЖИЕ ЕЧЕН, и (0, x) 存在 子 序列 (仍然 记 作 ) Lu Ct 
х) | 满足 当 m 一 + о 时 
lu, (2, x) | ZEL (O, T;H (Q) n CQ) ) ФСЕ ult, x) 
(2.3.6) 
lu Ct, x) | TE I0, TIC) n IP CO) ) ФЗ u, (t, x) 
BAT 
luat, x) | fE (0, T C0) ) ӨЕ ult, z) 
(2.3.8) 
lu, Cs x) | fE (O, TP G0) ) ЗС us (2, z) 
(2.3.9) 
SUEUEBI m—+ om 时 
(а, а) [аса (о) йр | uuo |" 


u(t,x) (2.3.10) 

{| us (tx) Puula) JELO) 中 弱 收 敛 于 | u,(t,x) i 
u (t,x) (2.3.11) 
事实 上 , 由 于 


f, uen 2 uns D Rr 
= f lustr, +) utar 
° 


< [eco а +1)1'" f | Vus, +) | as 
= C«(T), t e [0, T] (2.3.12) 
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|p-1 +1 
арыс, D "ыт, э RI 


= [| [us (z, z) ат 
on 
< C4(T), t e [0, T] (2.3.13) 
H (2. 3. 12) 知道 存在 e(t, x) e L* (05) , 满足 当 m 一 + = 
时 , 有 
асе, z) [u.s а) HELT CO) "PCT ECG, z) 
(2.3.14) 
由 于 
H'(Q;) `. P (Q;) (2.3.15) 
是 紧 的 ， 因 而 可 以 从 lus(t，xz)| 中 选取 子 列 ( 还 记 作 ) 
lu,(t, 2) | 满足 当 m 一 + = 时 ,序列 (а, Ct, z) | HELD (Qr) 中 收 
З u(t, х), ЗЕ (и, (t, xz) | 在 Qr 中 几乎 处 处 收 合 于 u(4, x). 
因此 , 在 or 中 
(а.о, x) |" u.s а) ЛАБЫ | ult, а) "ute, а) 
(2.3.16) 
由 (2.3.12) 和 (2.3.16) 并 利用 引 理 2.1.2 知道 


e(t, x) = luct, x) luc, x) (2.3.17) 
同 理 可 以 证 明 (2.3.11) 成 立 。 
接 下 来 , 证 明子 序列 |div[o (| Vu, (z, а) | ) Vu, (0, 211 
HE (05) "PRACT divLo (| Vult, z) Р) Vut, x)] (m ә 
时 )。 事 实 上 , 对 Vw e D (0, Т;9(0)), 
| f aiio] Vun vu, - oc] Vu ) vulwardr | 


= ATA Vu, Kk Vu, - Уи) + [e(| Vu, D 
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-e(| Vu Ë) уи умах | 

«x, fc f, | Vus val Vw | sic + f | | oc] Vun |) 
-ce(| Vu È) | va] vw | drar 

< É ИА Vu, - Vu | Vw] аа +K, f^ | | Vu, 


T 
- Vu | Vw | aza < Cu ГА | vu. - Vu | vo |а 
(2.3.18) 
HH H (Q9) ` IP COS) ERRA, 因此 可 以 从 Lus (е, z) | 中 选 
取 子 序列 (仍然 记 作 ) u(t， z)|, T m 一 + = 时 ， 
| Vu,(t, z) | E (05) 中 收敛 于 PCO) o 8 (2.3. 18) st 
知 : 当 m 一 + © 时 , |div(a(| уш, (0, x) [) иба, x))| 在 


L C05) ЯСТ div(o(| Vut, x) | ) Vult, x))。 
由 (2.3.6) – (2.3.8), (2.3.10), (2.3.13) 和 (2.3.18) 知 
[Jl оу |) Vu] - Au - Au, 


+a |u u, -p |u | hwdrdt = 0 

对 Vw e 12(0, T;H(0)) N P(Q) RE, ЕН (2.3.1) - 
(2.3.3) RZ. 

现在 证 明 (2.1.3) 成 立 。 

H1(2.3.6) , (2.3.7) 和 引 理 2.1.3, 得 |u,(0, x) | 在 已 CO) 
中 弱 收 敛 于 4(0, х), 而 u,(0, x) = uy, ЖЕ P) 中 收敛 于 
uo(*) ,因而 u(0, x) = u(x) o 

同 理 可 证 uw,(0, z) = u(x)。 

现在 证 明 解 的 唯一 性 。 

Bto C, x) 和 w(t, x) 是 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 的 两 个 广义 
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解 。 
因此 w(t, x) = w(t, x) -w(t, z) 满足 如 下 问题 : 
ue = Au — Au, - [div(e(| Vo |) V 


[pl 


-dv vu) ve) 8 | vs [ws - 9| v 


Vu 
= |ы Cn -a|n n. «e0 (20 (2.3.19) 
u| =0,:>0 (2.3.20) 
an 


u(0,x) 20,u(0,x) =0,хє0 (2.3.21) 
(2.3.19) 两 端 同 乘 以 2w, 并 同时 加 上 2uu, , 然后 在 人 上 积分 , Ж 
过 分 部 积分 , 可 以 得 到 


X Jul? + Hu 12 + E Vul?) *21 Vu]? 
+2 [ lot] Vn [D Yn о V D Vul Vuda 
n 
з d 
+2 (в| | vs 8| vs | m Cou de 
n 
=2f |n o -u | v, [udi +2 | uu dx (2.3.22) 
n п 
A 


- ж 
[ou - | ms |ы), -)4 >о (2.3.23) 


1 


4 N > 28, 有 


vn 


lids [^s - [aae] 
а fou] [s] [T ааа е 
< сыс |“ l + о Io) їшї, ГЇ 
жет + +1 =1. 由 于 (4 DN < ге 2 ux 


H(0) NE (0), ж 
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Is то < Cal val” 
{| |“ I < Co l vl” 
HIT vs, е L” (0,7510), AT 
If, (n [^s - |» [иа 
< Cal I Yoi N + Уо, m p Vul ll 
<C,( | Vul? + Mu 1°). (2.3.24) 
注意 到 关于 o(s) 的 假定 ,得 
If tec V», P) vu -e(| V», Dv» vus | 
- [tec] Vo |) -ad у», 1v» «ed vo |) 
(Vo, - Уз) | Vu,dx | 
= оу È) -od v [o 1 vw t Vu, |на 
п 
+ [od vu | Vs - Vos vu] as 
«6, f. | Vo, — Vv, | Vu, | d 
< Ca | Vu 1? + Vu |? (2.3.25) 


(2.3.22) - (2.3.25) 可 知 
lul? + bu 2 + | уш]? 


< Caf CI + u, N? E Vu gar 


因而 uw = 0. 
XN = 1 时 , HP CO) `a C (0). 因此 , 根据 中 值 定理 , 有 


ИРАК 


=af làn (1 -a)n 


ri 


u | u, | de 
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= Cal lul? + Fu?) 
其 中 0 <А <1. 由 于 (2.3.23) 和 (2.3.25) 对 NN = 1 成 立 , 因而 对 
N = 1, 也 有 xz = 0. 
定理 证 毕 。 
注 2.3.1 满足 定理 2.3.1 中 条 件 (1) 的 函数 ols) 是 存在 
的 。 例 如 : 


бу. =] 


就 满足 定理 中 的 (1). 事实 上 ， 


MET 
osot) «К, |000) |? = сак, E 
201 +02)? 


а) -с(@?) По | + | ol) о) ln | 


1 1 1 
= - - v 
= 1 + MET xr 


LLL de kel |n p 
Е Мт EV +00) + Ev (Ee v) 
ТАНИЯ 


“|+, 


\»|+ | 


2|v-n | 


第 四 节  [5)88(2.1.1) — (2.1.3) 解 的 爆破 


定理 2.4.1 假定 下 列 条 件 满足 : 


(O) >0,u >0,1<p<2,q >77: 


a 
(2) sols) < K f oly)dy, оо) а |: |, K> 2 
a >0 是 常数 ; 
(3) w e (OQ) N 1" (0), u ен), B 
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ВОО) = Па 1 + EH vl e ACIE Vu | 


Mala ШО +2], o s) а 


5 
1 (азу, 2 
( < - 0 
24 = T «3950-0 < 
其 中 a "LEES, ь=|п "e е = A - DO уйе, 


4 
7 
d «| 


=- 


«= CRUD у Opa), К 


(2 -p)4 -p 
(K -2)a 
[а| зк 0 的 测度 。 
则 问题 (2.1.1) - (2.1.3) 的 广义 解 u Ct, x) Tet RITA T M. 
即 当 :一 了 时 


Vus e) 1? fc fe | Vut, z) [шт 


«f fp | vas, =) asar е 
证 明 方程 (2.1.1) 两 端 同 乘 以 2w, 并 在 .2 上 积分 , 得 


E(t) = Ё(0),: >0, (2.4.1) 
其 中 
ÊU) = pu, +) 1? n Vult, -) 1? 210 | vut, -) |° 
иші) «2 f, (7 Odax 
+2в] IG. 114 2 [| | Vu,Cr, +) dr 
id 


MG) = Даб, ) 1? fe | | щт, x) asar 
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f Aul Vu(s, x) | dxdsdr. (2.4.2) 
则 


M) = 2 f ut, sya, t, s) dx «fl Tuta &Y |'& 
«f f, | var, o azar, (2.4.3) 
ер Ми) = Sao. 


利用 定理 中 的 假定 条 件 , 使 用 分 部 积分 , 并 注意 到 
к], f на n 


= BC0) - ule, ) I* -EHI Vute 2 1° 


-JHO Yat, 1? -alut DFD 
-28 f Mus. D Ular +2 f 1 Vu,Cr, +) M^ 
| Умба, ж)12 
+(K-2) Í J o (s) dsdx (2.4.4) 
а 


得 
Mli) = 2 tu, x) +u(t, x)u,Ct, x) + Vult, x) Vut, x) 
++ | Vut х) | ide =2 f tutt x) +u, 2) 


[div[e(| Vult, z) [ Vut, a) ] + Aule, x) 
* Au (t, x) -8 


u, [ws 2) +p (ult, z) Tule, 2)] 


+ Vute x) Vu, (z, x) «i| Vault, x) [hax 


=2 


2 2 2 
u(t, 2) | - e(| Vute, x) |) | Vuce, 2) | 


iis uu e 
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= | Vu(t, x) [ -8| u(t, z) u(t, z)u(t, x) 
+u | u(t, x) [E +4 Vu(t, x) Fra 


qu 


2212 lu, +) f? - £(0) EIL u(t, +) lf 


+28 [Fus +) 1 Ш4т+2 Í Lars +) Pdr 


1 Vals, =)12 


== 2) f f. o (s) dsdx 
-5[ |n, æ) [us x)ult, dz 
п 
++ Vule, ) IL» 202 pu, +) |? - A0) 
араса, Ур +28 f kr, ) | 


pn 
q*1 pn dr 


"n 
КЕЕ 
«2f Уи, (т, +) ‖ "dr 
*a(K -2) f. | Vute, а) а-ә lut [^ 
п 
u(t, дщ, x)de e | Vult, a (2.4.5) 
利用 Holder 不 等 式 和 带 参数 е 的 Young KER, 得 
[28 Í [ws ший | s 281 V^ [ш] ә, 
a 
<2 u |? +a ul, (2.4.6) 


Ais = PEGES, 


由 于 了 2 < q +1, 利用 Sobolev lA GE EB, 得 到 
їшї ә, < b Mull as Q7) 
hr 
其 中 b= [o] T, 
| i|] 
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Hee = CUDO- уйт, gg]. = CD ж 


= (2-р) (9+1) эзен, 利用 (2.4.7) 式 与 带 参数 的 


(2 -p)4 -Pp 
Young 不 等 式 , 得 
a [ju] BE È < als [шү < GE hu TS Aug | 
(2.4.8) 


把 (2.4.8) 式 代 人 (2.4.6) 式 ,得 到 
m [uude | <2 u, 1? а ш + лау 
(2.4.9) 
= 
0.4.9) [2000 <- a |s|? 代入 (2.4.5) 式 ,得 
lic) =2 ult, +) |? 200) 
+ G= DE qui 2 е | Vult, x) |" ds 


et 


abr 


+ p vua, ) pP - To 
从 (2.4.10) 可 以 得 
MG) > (- 2600) - 1 (P5 y: 


»0,:»0. (2.4.10) 


+20 - 2a f. f | vulr, æ) | drdr 
«f f. Vu(r, z) | dxdr + МОО), (2.4.11) 


M(t) 22(K -2)а |, M. | VuGs, а) |" dxdsdr 


Log )É + М(о) + M(0), 


1 
= 702600) + ri 
(2.4.12) 


43 


D 高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 


其 中 
AQ) =2 | (хуш (x)de + | | Vu (2) | de, 
М(0) = |а p. 
由 (2.4.10) - (2.4.12)18 
Ма) + MQ) + MG) 
22110, +) 1? 
+ qa, D ud + Губа, О? 


+2(K- Daf |, ибт, x) “аат 


+K -2)a f, f f | Vus, x) ават 


1 abis 
at D 

+ М(0) (£1) + M0). (2.4.13) 
把 (2.4.3) 代 入 (2.4.13) 可 以 得 到 


Mr) +2 f aG, x)u,(1, x)dx 


«fI, | Уш(т, x) Раат - (2800) + 9) eee) 


+ [| Vete, x) [ш * f fil ибт, x) | dxdr + М(0) 
»2juG, ) è + LEPE рш, o pe 


2 T 
+ | Vet, z) | dx & 2(K -2)a ta dxdr 
*2( -2)a f f f | vuGs, о) pus 

«f, | ушт, z) [arar - (28(0) +1068 a P etel) 
+ M(0) (t +1) + M(0). (2.4.14) 


HUFM() > 0, M) 三 0 和 
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2 шб, а)ба, я) < або, D | + [G D |, 


由 (2.4.14) 可 得 
M(t) + M(t) 


$E 


+ 


4 


u(t, x) а 
(K-2)a f. f, | Vule, x) |" ddr 
(K - 2a f. f f, | Vus, 2) “айт 


labs. 4.2 
£(0) tu. d 


2 +t+1) 


e HO) +1) + Jm). (2.4.15) 


利用 Hölder 不 等 式 得 到 


Í, 


Г. 


> 


u(t, x) | ”az > ШИ | u(t, x) fao? D 
(2.4.16) 
ушт, x) "ш 


ај p vue, а) Ѓакат) ; (24.12) 


[hf | Ves, о) "авая 


Ы saf Fr Vu(s, x) | dadsdr) 5 
(2.4.18) 


把 (2.4.16) - (2.4. 18) KA (2.4. 15) , 并 利用 不 等 式 


(a+b 
得 到 


+c)" « 207? (a^ +b" +c"),a,b,c > 0,m > 1, 


M(t) + M(t) 
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AK [uto аә 
* e EI Vu(r,x Раат 
ave [| (аба) [ша 


- [£(0) «atm nd +t+1) „Чо, +1) “w 


E 
> Azim Ct) - [ Ë(0) «a y ea +1) 
OLG La) MO. Lu (2.4.19) 


Hi (2.4. 11) , (2.4. 12) iB 4 t + o , M(t) — + œ M(t) — 
+ oo ATHE to > 1 使 当 t > Н, M) > 0,4) > 0, 
(2.4. 19) 式 两 端 同 乘 以 2 M (1) , 并 利用 (2.4.11) ,得 
UPC) +O] > Ad м?) +В0) t>, 
(2.4.20) 


42'* 
q*3' 


BG) = [[ 4600) - > (90% ay 


其 中 心 = 


най ја «data Ideo 
„Жо (2+1) NOD } 
(2.4.20) 08 
dU UPC) « MG) - AMT G)] = BG) >. 
(2.4.21) 


===] 
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(2.4.21) 两 端 在 (i, t) 上 积分 , 得 
i7 OPG) + МУ) - AM? (г) 
> [т Bode e OP QU MG) АМ?) t> h 
(2.4.22) 
Еру + © 时 , (2.4.22) 的 右 端 项 趋 于 +o, 因而 存在 4 
> to, 使 得 当 上 > 4 时 ，(2. 4. 22) 的 右 端 项 大 于 或 等 于 零 , 因 
此 , 有 
tM) +M'(0) >AM C), >, (2.4.23) 
(2.4.23) 两 端 开 平方 , 得 
MQ) + M(t) 2 АМ (а), to t, (2.4.24) 
ЖФА, = A. 
考虑 下 面 的 Bernoulli 方程 的 初 值 问题 
Í: +0 = Ag, $> 
QC) = M(t). 
求解 (2.4.25), 可 得 
QC) ео atq) a 


= его M(U)WÉS(), £25, (2.4.26) 


(2.4.25) 


其 中 
т) = 1 - GO Datis, f etna, 
BAW) = 1, 并 且 
r(t) = 4 Dus етед, 
> ta, D Ca) (n + DE estar 
= AM? (6)( +1) е) ж 1 
(2.4.27) 
@ NN 
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由 (2.4.12) 知 ， 
M9 (0) (£1) > 
Loros Learin 
= 21200) + EOI + MO + (0) O, 
€ 
> | (бугу 1+ 
ї+1) 


1 (t. 19, + 


- { = 312800) ++ EAA 

Жи, 充分 大 使 得 
ма) +D 呈 > 去 人 -去 [28(0) + dile 站 
由 (2.4. om 


го) =l- L aeq) +1. еб: (1-е) >1, 


t24 +1. 
因此 

W(t) 21-r(:) <0,t>4 +1 
利用 (г) 的 连续 性 和 介 值 定 理 , 存在 常数 了 e (n, 5 +1), 使 得 
W(T) =0。 因 此 当 t 一 时, QU) 一 + o 。 由 引 理 2.1.4 83: > 
t BF, M(t) > QU) a WEH t — T BF, M(1) 一 + œ ç 


定理 证 毕 。 

注 2.4.1 满足 定理 (2.4.1) 中 条 件 (2) , (3) 的 函数 a(s) 是 
存在 的 ， 

Hm, ols) =- (k 21,2, …，)。 事 实 上 , Wols) = 
- É, K = 3, = = + 8 =l,g = 1,p = 1.2 #l q = 3, W 


s 
so(s)( 2-5) «kf ys) H - [yeocs-io 


ES ' 
(=- ss) RE. 


<-а |: 
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XE 一 闫 具有 粮 性 项 的 所 线性 波 方程 的 初 边 值 问 是 
XN-1,0- (0; D,u(x) = $=, w(x) = 1, Ша = 
0:37, 8 S 1„ё = 1.6, d 21.6, 5 21.31,4 =0.20, Ë. 


£(0) --606.08 <- (9 


2 
E 
T 


-[ i zi] = – 200.02 < 0, 
(A27 (q +3)) (1 67) 
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第 三 章 一 类 广义 立方 双 耗 散 方 程 的 
初 边 值 问 题 


第 一 节 ”引言 


在 这 一 章 中 , 考虑 如 下 的 初 边 值 问 题 。 
Us — и, — аи. + bua — du, -f(u),, x e Q, t > 0 
eiat) 
u(0, t) 2 u(6,1) =0, u„(0, г) = и, (6,1) =0,t>0 
(3.1.2) 
u(x, 0) = u(x), u(x, 0) = u (2), x e Q (3.1.3) 
其 中 u(x, t) 表示 未 知 函 数 ,us = и, f(s) 是 给 定 的 非 线性 7 
函数 , Q= (0, €), а>0, b»0 和 d 都 是 常数 , u(x) Au (x) 是 
已 知 的 函数 并 且 满 足 边界 条 件 (1.2) 。 
模型 方程 (3.1.1) 出 现在 许多 物理 问题 的 研究 中 , 有 明显 的 
物理 背景 。 比 如 , 在 对 波导 管 中 非 线性 波 传播 问题 的 研究 中 , 由 
于 波导 管 和 外 部 介质 的 相互 作用 , 通过 波导 管 外 表面 的 能 量 交换 
是 不 能 忽略 的 。 如 果 考 虑 到 非 线性 弹性 杆 ( 由 超 弹性 材料 制 成 的 ， 
比如 Murnaghan 材料 ) 的 表面 与 介质 之 间 的 相互 作用 ,利用 
Hamilton 原理 可 以 得 到 杆 的 纵向 位 移 u(x, t) 满足 下 面 的 双 耗 散 
方程 (DDE) 31, 
— = 1060 + au, ш) a (3.1.4) 
同样 , 可 以 得 到 下 述 的 立方 双 耗 散 方程 (CDDE) 2: 3 


а-и. = no + 6u? + аи, — bu, + du), (3.1.5) 
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其 中 w(x, 0) 与 应 变 并 成 比例 , 这 里 vx, 0) 表示 横向 位 移 , a > 


0,b >0,c > 0 和 d 关 0 是 物理 常数 , 这些 常数 依赖 于 Young 模 
数 、 捏 转 模 数 /人 、 波 导管 密度 р 以 及 Poisson 系数 。 显 然 ， 如果 


fu) = Sw «3a? ER а, b, dA E, EARE, N 
程 (3.1.1) 就 成 方程 (3.1.5). UR и) = Fu, ЭЁН а 和 4 分 别 


MEMEO, 方程 (3.1.1) 就 变 成 方程 (3.1.4)。 


在 对 层 流 体 中 压缩 物质 物理 波 的 研究 中 ,导出 了 下 述 
方程 中 ， 
u, -u, = (cu! + di — bu,),, + (fu), + gu,, (3.1.6) 
对 一 维 非 线性 弹性 固体 的 波导 管 中 波 的 传播 问题 , 可 由 双 耗 散 方 
程 (DDE) 来 描述 : 
u,-u, = e(cu° + au, — bu, + gu), + O(&) 
(3.1.7), 
HH ula, t) 是 纵向 应 变 , a, b, c > 0, f, g # 0 Le < 1 都 是 常 
数 。 
在 文献 [6] 中 , 在 无 旋 运 动 中 由 表面 波 的 Euler 方程 "得 到 了 
如 下 的 Boussinesq 型 方程 
Du- Da - БФ. + £44 - 300,0, = 0 
MRG Ф, = u, WJ u 满足 方程 
DEDE + ua - ZG, -0 (3.18) 
如 果 在 (3.1.7) 中 略 去 项 0 (8^) 并 在 (3.1.8) 中 取 e = 1, 则 方程 
(3.1.7) 和 (3.1.8) 都 是 方程 (3.1.1) 的 特殊 情形 。 
在 文献 [8] 中 , 用 拟 连续 Cosserat 模型 及 Le Rouz 连续 模型 讨 
论 柱 形 弹 性 杆 内 部 的 非 线性 纵向 应 变 孤 立 子 波 时 ,提出 了 控制 这 
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个 过 程 的 Boussinesq 型 方程 ， 即 双 耗 散 方程 
u, = оуш„ — ay (u° ),, + asu — оци, =0 (3.1.9) 
其 中 系数 ali = 1,2,3, 4) 依赖 于 杆 材料 的 弹性 参数 。 如 果 o, 
> 0, oa > 0, а < О Жо, < 0, 则 模型 方程 (3. 1.9) 也 是 方程 
(3.1.1) 的 特殊 情形 。 
还 有 一 些 具有 主 项 u, - и, 的 方程 , 与 方程 (3. 1. 1) 密切 相 
关 。 例 如 ,1872 年 由 J Boussinesq 提出 的 (人 们 称 之 为 Bq 方程 ) 


Uu и ~ u... = (uà), 


另 一 方面 , 改进 的 Bq 方程 ( 人 们 称 之 为 Bq 方程 ) 是 

us — u, — uus = (u^), (3.1.10) 
它 的 修正 形式 四 是 

We = ü, = uus = (P ya (3.1.11) 
称 其 为 IMBd 方程 。 


文献 [2, 3, 5] 研究 了 方程 (3. 1. 4) 的 应 变 解 ， 文 献 
[10, 11, 12] 研 究 了 方程 (3. 1.4) 和 (3. 1. 5) 的 行 波 解 。 文 献 
[3, 11] 中 得 到 了 方程 (3.1.7) 和 (3. 1.8) 的 精确 行 波 解 ， 文 献 
[8] 的 作者 则 给 出 了 方程 (3.1.9) 的 孤立 子 波 解 。 

在 文献 [ 13 ] 中 , 作者 证 明了 方程 (3. 1. 11) 的 初 边 值 问题 存 
在 唯一 的 整体 广义 解 和 唯一 的 整体 古典 解 。 文 献 [13] 证 明 的 基 
本 步骤 如 下 :首先 利用 一 个 二 阶 常 微分 方程 的 边 值 问题 的 Green 
函数 , 把 方程 (3. 1. 11) 的 初 边 值 问题 转化 为 与 之 等 价 的 积分 方 
E, 然后 利用 压缩 映射 原理 证 明 积分 方程 的 局 部 广义 解 及 局 部 古 
典 解 的 存在 唯一 性 , 最 后 通过 使 用 解 的 延 拓 定理 把 解 延 拓 到 整个 
区 间 [0, T]. 

文献 [13] 还 给 出 了 方程 (3. 1. 10) 的 初 边 值 问题 的 整体 解 不 
存在 的 充分 条 件 。 然 而 无 论 是 利用 Green 函数 把 问题 转化 为 等 价 
的 积分 方程 还 是 直接 使 用 Galerkin 方法 , 讨论 问题 (3.1.1) — 
(3.1.3) 都 有 一 定 的 困难 。 为 了 克服 这 个 困难 , 我 们 首先 引入 变 
Hu =v., 把 问题 进行 转化 , 进而 得 到 问题 (3.1.1) - (3.1.3) 整 
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体 广义 解 和 整体 古典 解 的 存在 性 及 唯一 性 。 

此 外 , 为 了 研究 问题 解 的 爆破 , 本 文通 过 建立 一 个 微分 不 等 
式 , 证 明了 问题 的 解 在 有 限时 刻 发 生 爆破 。 

最 后 , 把 对 问题 (3. 1. 1) - (3.1.3) 的 研究 结果 应 用 于 问题 
(3.1.5), (3.1.2), (3.1.3) 8 (3.1.4) , (3.1.2), (3.1.3), E 
明 问 题 (3.1.5)，(3.1.2)，(3.1.3) 的 整体 广义 解 的 存在 唯一 性 
以 及 问题 (3.1.4)，(3.1.2)，(3.1.3) 整 体 广义 解 与 整体 古典 解 
的 不 存在 性 。 

为 了 得 到 问题 (3.1.1) - (3.1.3) 的 整体 广义 解 和 整体 古典 
解 , 将 考虑 下 面 的 辅助 问题 。 

VQ = Vs — аы + bus — dv, = f(v.),, x e Q, t > 0 
(3.1.12) 
v,(0, t) 2v,(6,t) = 0, valO, t) = sx,..(6, t) = 0,120 

(3.1.13) 

v(x, 0) = ф(х), v(x, 0) = ф(х), x e Q (3.1.14) 

首先 证 明 问 题 (3. 1. 12) - (3.1.14) 存 在 光滑 的 整体 古典 解 ， 

然后 置 变 换 v.(x, t) = u(x, t) e, (x) = u(x), v, (x) = u (z) 

就 得 到 了 问题 (3.1.1) - (3.1.3) 的 整体 广义 解 和 整体 古典 解 的 
存在 性 。 

本 章 内 容 安排 如 下 :第 二 节 证 明 问题 (3.1.12) - (3.1.14) 的 
整体 广义 解 和 整体 古典 解 的 存在 性 与 唯一 性 ;第 三 节 证 明 问题 
(3.1.1) - (3.1.3) 的 整体 广义 解 和 整体 古典 解 的 存在 性 与 唯一 
性 ;第 四 节 讨论 问题 (3.1.1) - (3.1.3) 的 整体 解 的 不 存在 性 ;第 
五 节 研究 问题 (3.1.4), (3.1.2), (3.1.3) 和 (3.1.5), (3.1.2), 
(3.1.3)5 


$8$—45 ”问题 (3.1.12) — (3.1.14) 的 整体 解 


设 |y,(z) | EPC) 中 的 标准 正 交 基 , 由 特征 值 问题 
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y+Ay = 0, хе 0, у'(0) = у' (£) =0 
相应 于 特征 值 Ni(i = 1, 2, =) 的 特征 函数 构成 。 其 中 “' "表示 
XE x 的 导数 。 设 w(x, t) = Eos) 是 问题 (3. 1. 12) - 
(3.1.14) 的 Galerkin 近似 解 , ЖЕР ay (1) (i = 1, 2,…, N) 是 待 
定 的 函数 , N 是 自然 数 。 假 定 初 值 wp(z*) Myla) 能 分 别 展开 成 如 
下 形式 。 

g(x) = 38x, у(х) = àv 
HPB, yC = 1,2, …) 是 常数 ,把 近似 解 w(x, t) 代入 (3.1， 
12) - (3.1.14) , Jl] w(x, t) 满足 下 述 问题 。 

Ом 7 Usa Z Wya Doa — dow, = fv), (3.2.1) 

vn(0, t) = v (0, t) = 0, vwa(0, t) = vyol, 1) = 0 
(3.2.2) 
s (x, 0) = ф(х), ом (х, 0) = pula) (3.2.3) 


N N 
其 中 pn(x, t) = > Br), W (z) = У уб) 

方程 (3.2.1) 及 (3.2.3) 的 两 端 分 别 乘 以 y,(x) , 并 在 NER 
分 , 得 到 

(pm — оњ, — айы + иы = dos, y,) = (fw) X) 

(3.2.4) 
an (0) =8,,а„(0) = у,, з = 1,2, =, N (3.2.5) 
JB (:, 2) 表示 已 (2) 中 的 内 积 。 

引 理 3.2.1 假定 / e C'(R), 并且 存在 常数 C, 使 得 对 任意 
seR, 有 f(s) > С. e e P(A), y e E) 且 满 足 条 件 
(3.1.13)。 则 对 YN, Cauchy 问题 (3.2.4) ，(3.2.5) 存 在 整体 古 
典 解 ww e C'[0, T](s = 1,2, …，N) 。 同 时 ,成 立 下 述 估计 式 

Ломе, t) lea + lonl, t) [a < CC) te [0, Т] 
(3.2.6) 
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这 里 及 下 面 的 C(7) 与 C,(T)G = 1, 2, …) 是 仅 依赖 于 了 而 与 
无 关 的 常数 。 
证 明 ef (s) =/(s) -8s -/(0), 其 中 8 = min{ C, 0] (<0), 
WAO) ORG) =/(s) -8 >0, 
Ж), (з) 是 单调 增 的 函数 ， 则 РС) = Ст) dr > 0, 显然 
方程 (3.1.12) 等 价 于 如 下 方程 : 
Vu — Ves — auus + bua — do, — бо, = fo(v,), (3.2.7) 
因而 , 方程 组 (3.2.4) 与 下 面 的 方程 组 等 价 。 
(py = оњ, — аы + buna = dogs — Bos у,) 
= (fw). 5) 5-12, N (3.2.8) 
方程 (3.2.8) PWL 2а, (0) , 并 对 s = 1, 2, =, NRA, 两 
端 同时 加 上 2 oy, vw) , 通过 分 部 积分 , 利用 Gronwall 不 等 式 , 有 


Посе, £) [ил + MC ) Ea 
| 
s е Cle асау + | [в 
+2 | Flp.(x)) ds *1),te [0, TJ (3.2.9) 


由 (3.2.9) 式 知 (3.2.6) 式 成 立 。 

与 文献 [ 14 ] 的 方法 相同 , 利用 (3.2.9) 式 和 Leray — Schauder 
不 动 点 定理 [15 ] 知道 ，Cauchy 问题 (3. 2.4) , (3.2. 5) 存在 解 
аһ eC[0, T](s =1,2,…,N)。 

证 毕 。 

引 理 3.2.2 假定 引 理 3.2.1 的 条 件 成 立 。 如 果 f e C'(R), 
e e H(0), у e Н.О), WEE. 1.12) – (3.1.14) Br BUR 
满足 估计 式 

low a + Ilom lm + |a Ña < C,(T), 0 <í < T 
(3.2.10) 

WEBB (3.2.4) 两 端 乘 以 2A;aw, 并 对 s = 1, 2, …, NRA, 

通过 关于 x 的 分 部 积分 , 利用 (3.2.6) 式 , 并 注意 到 空间 P (Q) 


EI 
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连续 地 嵌入 C' (0) , 得 到 


4 loss 12 + Iowa 12 +a | оа, 12 +b o [?) 
= CT mss Пао + [зә 1?) 
+2(|4| +1) По N? (3.2.11) 


其 中 ||: | R08 D (0) 中 的 范 数 。 利 用 Gagliardo — Nirenberg 内 插 
SERE, Young 不 等 式 和 Gronwall 不 等 式 , 得 到 
loas 人 + [зә Mrs 12 + [о]? 
s COD) Cle на + iY lism +1), e [0, T] 
(3.2.12) 
同样 地 ，(3.2.4) 两 端 同 乘 以 - 2A3aw, 并 对 s = 1, 2, =, NR 
Tn, 然后 关于 上 积分 , 得 到 


Vno I + Da a loa D +6 M vs 12 
«2|4|f ow lar -2 frr, (е, yoa C, dr 
+2 [A'O (O, т), (0, r)dr 


+2 f. | (Gus, SP" Cus) ato 
+S Qn nga) vna dede + | iro |° 


+ Пе П а | N? * lost? (8:2.13) 


利用 分 部 积分 及 Sobolev KAEM, 并 注意 到 (3.2.6) 和 (3.2.12) 
式 , 可 得 


-2 [fU Dona CE, mdr 


= 2f"(0) Гом, (6, t) (4,1) — 02,06, 0)vg (6, 0)] 
+21"(0) f GR C6 0) ае, т)4т 


x2 
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+ les Nè Пее Пою +4], ow, em 


lone Cr 7) lam lona C 7) I emdr } 


b 
< G,(T) + Cl e || осо) Ф || aa * dme, DEI 


«f Пом (+, т) [|°4т (3.2.14) 
其 中 ||: | cm 表示 空间 CO) 的 范 数 。 
类 似 于 (3.2.14) 式 可 以 证 明 
2 "06.0, T)uza,(0, r) dr 


b 
< C1(T) + C, [е llo lle || a k 7) I? 


ИТЕ (3.2.15) 
由 Sobolev 嵌入 定理 , 并 利用 (3.2.6) 式 和 (3.2.12) 式 , 可 以 得 到 
2 |, | (f i 6 3" nsa +S Cr) te) vna dir 


< GT) +f TELS (3.2.16) 


把 (3.2. 14) - (3.2. 16) f£A (3. 2. 13) ,并 利用 Gronwall 不 等 
式 , 得 
lesa П + esa + mes Ü? + I ows H^ 
< C. (T), t e [0, T] (3.2.17) 
(3.2.4) 两 端 同 乘 以 ay, (0) + Ala (t), 5 91,2, =, N oR 
A, 利用 Cauchy RR, 估计 式 (3.2.6)，(3.2.17) 以 及 Sobolev 
ЖА, 得 到 
l vwa lim < Ca (T), 0 =: < T (3.2.18) 
引 理 证 毕 。 
定理 3.2.1 假定 引 理 3.2.2 的 条 件 成 立 , 问题 (3. 1.12) - 
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(3.1.14) 有 唯一 的 整体 广义 解 
veC([0, Т];н(0)) п C'([0, т] 
H'(0)) n C([0, T];P(Q)) = A (3.2.19) 
证 明 (3.2. 10) st, 利用 Sobolev 嵌 人 定理 和 紧 致 性 原理 
知道 , 问题 (3.1. 12) - (3.1.14) 存 在 整体 广义 解 。e A. 解 的 唯 
一 性 是 显然 的 。 引 理 证 毕 。 
引 理 3.2.3 假定 引 理 3.2.2 的 条 件 成 立 。 如 果 p e Ho, 
V e H(A), f e C'(R), Ву (0) = 0(i = 2,4), 则 问题 (3.1. 
12) - (3.1.14) 的 近似 解 满足 估计 式 
l| vy Пасау + [э Misc + ом, Misco; + || [77 
< Ca(T), t e [0, T] (3.2.20) 
证 明 (3.2.4) 两 端 同 乘 以 - 2a3o (0) ,并 对 s = 1, 2,.…， 
NRA, 通过 分 部 积分 和 利用 Gronwall 不 等 式 , 可 得 
Пома, Ms I ss + lo É 
= Ca(T Clle ea + Ny lism +1), t e [0, T) 
(3.2.21) 
同样 地 ，(3.2.4) 两 端 同 乘 以 Mtaw。(z) , 可 以 得 到 
Пома, || + a | vsa, | 
= (~— vhs + Боул — dosa -fl 0n) a, Ves) 
S lla N? + Cal Ia N? + Loo? 
+ Пока |?” CP ES) (3.2.22) 
H (3.2. 10), (3.2.21) #1(3.2.22) uf 14821 
Voss N? + Hos П < Cis(T), ге Го, 7] 
(3.2.23) 
同样 的 方式 可 得 
Пома П Hos I? < CCT), ге [0, T] 
(3.2.24) 
(3.2.6), (3.2. 107 (3.1. 94. (3.2.23) 和 (3.2.24) 知 ， 4h 
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计 式 (3.2.20) 成 立 。 
引 理 证 毕 。 
类 似 于 引 理 3.2.3 和 定理 3.2. 1 的 证 明 过 程 ， 可 证 明 如 下 
定理 : 
定理 3.2.2 在 引 理 3.2.3 的 条 件 下 , 问题 (3.1.12) - (3.1. 
14) 有 唯一 的 整体 古典 解 
v e C([0, :];C (0) n C'([0, T] 
Cc (0)) n C ([0, T;C(0) = B 


第 三 节 问题 (3.1.1) — (3.1.3) 的 整体 解 


定理 3.3.1 u e H'(Q),u, e H'(0), f e C (R) B f(s) 
是 下 有 界 的 。 则 问题 (3.1.1) — (3.1.3) 存在 唯一 的 整体 广义 解 
и e C([0, T];H'(0)) n C'([0, T] 

H'(0)) n CCLO, T); (0)) = D 
WEB] (3.2.1) 式 两 端 关 于 x 求 导 , 得 
Ума — Ома — Wyn + йуз — Фоул, = Јо). (3.3.1) 
置 
vw (x, t) = un(x, t) (3.3.2) 
(3.3.2) А (3.3.1) , (3.2.2) 81(3.2.3) , 得 到 
Uy, — Uya — аш + Бика — duy, = f(uy), (3.3.3) 
uy(0, t) zu, (6,1) = 0, ux.(0, t) = us | (f, t) = 0 
(3.3.4) 
us = и, — ашы + bua —du,, = f(u), -f(uj),, x e Q, t > 0 
им(х, 0) = uw(x), um(x, 0) = u(x) (3.3.5) 


N N 
其 中 在 (3.3.5) 式 中 , u(x) = Danla), u(x) = У, brl) 
分 别 是 
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u(x) = 2 ayla) #lu (z) = ХУ Боа) 
的 近似 , ai, bi 是 常数 。 
由 (3.3.2) 和 (3.2.10) 知 道 : 
Vw lea + [им [ют + [шм lin < Co (T), t e [0, T]. 
(3.3.6) 
利用 (3.3.6) 和 Sobolev SERAM, 可 得 


l uw Il в. + [им eacm + | uw | eom 
= Ca(T), ге [0, T], (3.3.7) 


其 中 0 < A < 去。 由 (3.3.7) 式 和 Ascoli = Arzela 定理 知 , FHER 


Wu) 以 及 {uw(z,z) 上 的 一 个 子 序列 (还 记 为 ) Huy (0 | 满足 
HN о Bt, {uyi(x,t)} G = 0,1,2) Plus (x) ] (i =0,1) 4 
IE Q, 上 一 致 地 收敛 到 w(x,t) (i = 0,1,2) lus st) (i = 0, 
1); FIFI [ug (0) | (i = 0,1,2,3,4) [и (x0) (i = 0,1,2, 
3) Жим x.t) (7 = 0,1,2) IE L (Qr) КТ и, (х, 
1) (2 =0,1,2,3,4), u„(x,t)(i =0,1,2,3) 和 ww (5,10) (i 20,1, 
2) 。 因 此 初 边 值 问题 (3.1. 1) - (3.1.3) 有 广义 解 e D. 

下 证 问题 (3.1.1) - (3.1.3) 解 的 唯一 性 。 

设 u(x,t) 和 w(x,t) 是 问题 (3.1.1) - (3.1.3) 的 两 个 广 
Xt, u(x,t) = ш (x,t) - us (xt) 满足 下 述 初 边 值 问题 


ш 一 ta — ашы + bus — du,, = (ш), — Ки), є Ом > 0, 


(3.3.8) 

u(0,t) = wu(€,t) 20, и, (0,1) = uall) 20,t20, 
(3.3.9) 
u(x,0) = 0,u(x,0) = 0,х e Q. (3.3.10) 


(3.3.8) 的 两 端 同 乘 以 2w, 并 在 О 上 积分 , 方程 的 两 端 分 别 加 上 
2 Ји, 通过 分 部 积分 可 得 
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ET Mul? + Па, M? + По. N? ed uu E? +6 lu 1%) 
7-24 | uy |? -2 | "us + 0(u = u) Juu 
п 
*f'Cus)u, uude +2 | uude 
А 


: 
«2|4| | Hu І k e 


"о, 
&6 =m) Jun |f, | lus | de 
*2 max 


ia aloud |], 


+ Clu? + Me M?) < Cs(T)( llul? + Hui |° 
+ lu, 12 [ш 1°). (3.3.11) 
利用 Gronwall 不 等 式 , 由 (3.3.11) 知 
luh? + Па h? + о N? H ?+ о =0. 
因此 , 问题 (3.1.1) - (3.1.3) 的 广义 解 是 唯一 的 。 定 理 证 毕 。 

定理 3.3.2 假定 mw e Н(0), u e (N), f e C'(R), 
f?(0) = 0(i = 2, 4) B f(s) 是 下 有 界 的 。 则 问题 (3.1.1) - 
(3.1.3) 有 唯一 的 整体 古典 解 。 

证 明 利用 定理 3.2.2 知 ,v(x, t) e 8 满足 方程 (3.1.12) 和 
初 边 值 条 件 (3.1.3) 与 (3.1.14) 。 方 程 (3.1.12 ) 两 端 对 zx RFI 
作 代 换 v.(x, t) = u(x, t), 可 以 看 到 函数 u(x, г) 是 问题 
(3.1.1) - (3.1.3) 的 整体 广义 解 。 

古典 解 的 唯一 性 是 显然 的 。 定 理 得 证 。 


и, | tu | dx 


第 四 节 ”问题 (3.1.1) — (3.1.3) 整 体 解 的 不 存在 性 


定理 3.4.1 ибх, t) 是 问题 (3.1.1) — (3.1.3) 的 广义 解 
或 古典 解 。 假 设 下 面 的 条 件 满足 : 
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(1) -zg | пок) sin tax == >0, -zg | а GO sin s = 


B>0; 
(2) f(s) e C'(R) 是 偶 函 数 并 且 是 凸 函 数 ,0) =0, а) - 


(3) 当 * 一 om 时 ,f(s) 增长 得 足够 快 , 使 得 当 d > 0 时 , 积分 
odr р" 2 p ё +ы? ag 
B= 14 8° *g os [00 -a s)ds] y 


€ +ат? 
(3.4.1) 


收敛 , PEB B < 1 ; 当 d < 0 时 , 积分 


* _ f” 2m “P Ë + bm 
n = f. Urges AO- 2g 7) 
^ 
Ua aide] day (3.4.2) 
收敛 。 
T 
MJ d > 0 时 , FHEARA t < Т, =s- ti nO -B), 
有 
lim sup | us, 0) | = =. (3.4.3) 
当 d < 0 时 , 存在 有 限时 刻 t。< Т,, 有 
lim sup u(x, t) | = e. (3.4.4) 


证 明 令 
Ф(ї) == ибх) віп ds 。 


方程 (3.1.1) 两 端 同 乘 以 gp y 利用 分 部 积分 , 可 得 


am S007 Ug dm т Tx 
сна) + (z+ G+ A $ =- 3g | fü) asin dx. 
(3.4.5) 
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由 于 f(s) 是 偶 凸 函数 , 利用 分 部 积分 和 Jensen 不 等 式 , 有 
т inf. = 
E КО" a ip [fom 


T = š. 
> Ff - n % тн) А Ф). (3.4.6) 
3(3.4.6) XA (3.4.5) , 可 得 
š ат? mE + Ьл?) T 
$t t ат dia risp 0. 
(3.4.7) 


Н (0) = а >0, Ф(0) = В > 0. 
为 了 证 明 对 Vt > 0, (1) > 0, 首先 表明 对 Vs >а, fs) 


-Etir >0。 事 实 上 ， HF MYM e C (CR). READE, E 
而 /"(s) 20,700) =0. EFC) 2t) -È HE, WP) = 
f") > 0。 因 此 F' (s) 是 单 增 函数 。 注 意 到 

F(0) = f(0)- 0, F'(0) = f(0)- £m. =- Ctbr <o 
以 及 


Fla) = fta) -Etra жо, 


我 们 知道 , 存在 s。e (0, а), (EF F'(s,) = 0 B F(s) fE s 处 取 
得 最 小 值 。 由 于 F'(s) 的 单调 递增 性 质 , 对 Vs >s, FG) 
F'(sa) = 0, 即 当 * = з, 时, F(s) 是 单调 增 函数 。 特别 地 F(s) 在 
Га, c) 是 单调 增 的 , HFCs) > Fla) > 0。 因 而 对 Vs > a, 都 
有 


s> 0 


Ks) - 


接 下 来 , 证 明 对 Yt > 0, (1) > 0。 采 用 反 证 法 . 假设 这 个 结 
论 不 正确 , WFE t > 0, 使 得 当 0 <: < BF, (t) > 0, 但 


Ë + т? 
e 
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(t) = 0。 
首先 考虑 4 > 0 的 情形 。(3.4.7) ЗИНЕШ ейте 并 在 
(0, 1) 上 积分 ,可 得 
КЕСЕ z fne " € x In paf, 
(3.4.8) 
由 (3.4.8) 式 得 
T 2 
$ seg e s [Uem -Er astris)» о, 


te (0, 4). 
因而 (1) 在 [0, 1) 上 是 严格 单 增 的 , HO) > Ф(0) =a > 
0, ix (4) = 0 矛盾 。 因 此 , 对 Vi > 0, (1) > Ф(0) > 0 成 
立 。 
由 上 面 的 证 明 容易 知道 , 4> 0 时 , (i) > 0。 因 而 , ro 


0 时 ，(3.4.7) 的 两 端 同 乘 以 2e 民 = 押 并 在 (0, 1) 上 积分 , 注意 到 


E > 1, 可 得 
em d? mpg +Z r |== Ф) - Š SE Ф] фат 
=p +2 E i- £ eue, а 
2 + ат? Ф(0) 
因而 , 有 
$> йү + = t - £ Um Ja Ë, 1.» 0. 
(3.4.9) 
利用 分 离 变 量 法 , 由 (3.4.9) 式 可 得 
Фа) = е h Ф > em, 
+ бт 
le «zs "vo Се, 
(3.4.10) 
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对 (3.4.10) 在 (0, t) C 可 得 
баз < iid 
1-е“ zf, |+ жт |.) 


2 кат? 


n tbr as tay 


инфо) EARMAn < Т, = Сат - B) 产生 性 。 
最 后 , HF @(:) > 0, 
eq) = [ec | = |-Z иба, Dsin TE | < sup | 


这 表明 (3.4.3) 成 立 。 
再 考虑 d < 0 的 情形 。 由 (3.4.7) 式 知 


(C) - т). (3.4.11) 


ösa 
€ + am 
同样 地 , 可 以 证 明 : 当 t > 0 时 , ó(:) > 0, (3.4. 11) 两 端 同 乘 以 2 
фа), nf 


А 
dio н ро -a (yan >o. 
因而 
(Ф) =p + o (f ya: 
: 
EM ha Ф) + тенг d (3.4.12) 
同 前 可 知 , 由 (3.4. 12) 得 
го 
<| +a e a 
(е + Ба?) 
as Aib s NL 


所 以 在 有 限时 to < T,, (0 产生 奇 性 。 
由 于 Øl) > 0, 因而 
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Фа) = |a) | < sup | us. 0) 
这 表明 (3.4.4) 式 成 立 。 定 理 证 毕 。 
推论 3.4.1 对 VPs[lm]， [шш = (Í |б, 1) aos 
在 有 限时 刻 爆 破 。 


第 五 节 问题 (3.1.4), (3.1.2), (3.1.3) 和 
(3.1.5), (3.1.2), (3.1.3) 


在 这 一 节 中 ,把 前 面 的 结论 用 于 问题 (3. 1.4), (3.1.2), 
(3.1.3) 和 问题 (3.1.5) (3. 1.2), (3.1.3)ь 
定理 3.5.1 假定 me 不 (DO), e P(A), RSS. 1.5), 
(3.1.2)，(3.1.3) 存 在 唯一 的 整体 广义 解 
и e C([0, Т];Ҥ'(0)) n C'([0, T]; 
IP (0)) n CCLO, T] IP (0)). 
证 明 利用 定理 3.3.1 知 , АЙШЕ (u) = Gai + 12u) 
是 下 有 界 的 。 事 实 上 ， 
(ш) =-1-(за? +120) = L( 58си 4-5 3.3. 
4 4 V3c c c 
定理 得 证 。 
利用 压缩 映射 原理 91 或 者 Galerkin 方法 71, 可 以 证 明 问题 
(3.1.4), (3.1.2), ，(3.1.3) 存 在 唯一 的 局 部 广义 解 与 唯一 的 局 
部 古典 解 . 由 定理 3.4.1 知道 , 下 面 的 定理 成 立 。 


定理 3.5.2 设 u(x, 1) 是 问题 (3.1.4), (3.1.2), (3.1.3) 
的 广义 解 。 假 定 下 列 条 件 成 立 : 


(1) -zg | s sin Tre =a>0, -zg | аб) а Dd к = 
B >0; 
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2 2 
Q $e - £ ш «>0. 
FERA RA < Т,, 有 
lim sup | u(x, 人 | = (3.5.1) 


证 明 由 于 
e 
т = fte «ums Se - my) 
тт ha 
e + d 
=f i+ жу z( = a 
O8 bm s ENEE 
нуу резво 2 d 


是 收敛 的 , 由 定理 3.4.1 知道 (3.5.1) 式 成 立 。 
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第 四 章 ”一 类 高 阶 非 线性 波 方程 整 
体 解 的 不 存在 性 


第 一 节 ”引言 


本 章 讨 论 如 下 Boussinesq 型 方程 初 边 值 问题 
Un — Ш. Tus + au... Fuss, = (P)... 0 <x <1,0 <: < T, 
(4.1.1) 
и(0, t) = u(1, г) =0, u„(0, t) = и, (1,0) =0,0<¿ < T, 
(4.1.2) 
u(x, 0) = u(x),u(x, 0) 2u(x),0x«l, (4.1.3) 

其 中 u(x, t) 是 关于 变量 x* e (0, 1) 和 4 e R* 的 函数 ， 
u(x, t) 是 未 知 函数 ,a > 0 是 常数 , uo (x) Au (x) 是 已 知 的 初始 
函数 。 方 程 (4. 1. 1) 是 在 研究 具有 表面 张力 的 水 波 问题 时 提 
tags 

我 们 知道 , 对 于 通常 的 Ba FE Bq 方程 和 IMBq 方程 和 由 
Zakharov 中 作为 非 线性 弦 振 动 模型 提出 的 后 人 称 之 为 “好 ”的 Bq 
方程 

u, и. +u... = (u^), 
在 文献 [3 -7] 中 研究 了 这 些 方程 的 行 波 解 和 孤立 子 解 ,对 于 好 的 
Bq 方程 .IBq 型 和 IMBq 型 方程 及 方程 组 的 Cauchy 问题 , 初 边 值 
问题 等 都 有 很 多 研究 1 。 

本 文 首先 证 明 问题 (4. 1. 1) - (4.1.3) 的 局 部 广义 解 的 存在 
性 与 唯一 性 , 然后 用 凸 性 方法 证 明 解 的 爆破 性 质 , 给 出 解 爆破 的 
充分 条 件 。 

文中 将 分 别 用 |: | 和 Le = 7 L^ (0, 1) 和 Sobobev 空间 
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H"(0, 1) 中 的 范 数 , 有 时 记 О = (0,1). 
第 二 节 ”局 部 广义 解 的 存在 唯一 性 


应 用 Galerkin 方法 和 紧 致 性 原理 证 明 问 题 (4. 1.1) - 
(4.1.3) 的 解 的 存在 性 。 
Ж. oy, C) E 是 由 特征 值 问题 
Ее <= <1, 
y(0) = у(1) =0 
对 应 特征 值 A(j = 1, 2, …) 的 特征 函数 构成 的 (0, 1) 中 的 标 
准 正 交 基 。 
设 问题 (4.1.1) - (4.1.3) 的 Galerkin 近似 解 为 


uy(x, t) = У asyl), 

其 中 ay (0) 是 待定 系数 , N JE КЖ. БАН Ж us (x) 和 
uj (x) 可 表示 为 

w(x) = Eno. u(x) = Xo. 
ЖР e f, = 1,2, …) 是 常数 。 将 近似 解 wwv(x, t) 以 初 值 函 
Жи, (x) 和 w(x) 的 近似 

uw(x) = Xeno. uw(x) = у Фә) 
分 别 代入 (4.1.1) (4.1.3) , 并 在 02 上 积分 得 


(4.2.1) 


(1+A,+A2)Gw+(A,+aAz)an=((av)， y), (4.2.2) 

nra =ф,, аһ(0) 2),, 521,2, =, N (4.2.3) 
Ë =ч) А 

其 中 amw =, C, +) жт (Q) 上 的 内 积 。 


њан... 4 
N 
E(t) = 2 fa +A, +2А? + À) 2A) d 
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+ (1 +A, +a? ж} +аА)од, J+1, (4.2.4) 


如 果 
lime.) =E 


= x [a +A, +2А? + А? +2A4)02 


+(1 +A, & aM + À) aM) gl bo «o, (4.2.5) 


则 常 微分 方程 组 初 值 问题 (4.2.2) , (4.2.3) YE [0, „] 上 存在 古 
JA o(1) = (ом (0), ам (0), =, ам (0) B. 


E 
Bb) —— E aý (4.2.6) 
: а -Ikghy 


在 区 间 [0, 1] 上 一 致 有 界 , HH t > > 0, K > 0 DRE M ES N 
无 关 。 

证 明 问题 (4.2.2)， (4.2.3) EXT a (t), з = 1, 2, 4 
的 二 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 ,可 以 等 价 地 化 为 2W 维 一 阶 
常 微分 方程 组 的 初 值 问题 , 注意 到 非 线性 项 的 光滑 性 , 局 部 解 总 
是 存在 的 。 记 解 的 最 大 存在 区 间 是 [0，7v) , 由 下 面 对 解 的 估计 
知道 T, 有 不 依赖 于 N 的 正 下 界 。 

方程 组 (4.2.2) 两 端 乘 以 (1 A2) a, 乘积 对 s = 1， 2，…， 
NRA, 并 于 两 边 同时 加 上 (uy, uy), 得 

ДЕМО) = 20048)... шь + usa) +2(uy, un) 
= 4(uk, + ишы, им tusa) +2(uy, ux). 
(4.2.7) 
利用 Sobolev 空间 嵌入 定理 和 (4.2.4) 式 得 
lus lean < Ci lluy [н < C,(E,(0)2, (4.2.8) 
这 里 及 下 面 出 现 的 C, 表示 与 N 3626099838, 
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利用 Holder 不 等 式 及 (4.2.4) 和 (4.2.8) 式 , 有 
[4G + имиш» Um + usa) * 2 (uy, иң) | 
< CLC Nun lam l us | + lluy || а | uss |) 
Chum ll + Muma l) + [ш New l] 
< KG), (4.2.9) 
JEP K > 0 是 不 依赖 于 N 的 常数 。 
对 于 + e [0, T) ,由 (4.2.9) 知 


щй ME O < 1 - IKE, < у, 其 中 0 < y < 1, 则 在 区 间 
[0,4] E(4.2.6 stir, Н 202) < < 21, 其 中 
КЕ КЕ? 


s > 0 是 常数 , 这 表明 T, 有 正 下 界 。 引 理 得 证 。 


引 理 4.2.2 在 引 理 4. 2. 1 的 条 件 下 ,问题 (4. 1.1) - 
(4.1.3) 的 近似 解 uw(*, t) 有 估计 
По 1 + Ilum = Сз, є [0,%]. (4.2.10) 
证 明 注意 到 E, CO) 的 表达 式 (4.2.4), 并 应 用 (4.2.6) 式 ， 
显然 有 (4.2. 10) 。 引 理 证 毕 。 
引 理 4.2.3 在 引 理 4.2.1 的 条 件 下 , 问题 (4.1.1) - (4.1. 
З) 的 近似 解 
uy (x, t) 有 估计 式 
本 (4.2.11) 
证 明 方程 (4.2.2) 乘 以 (1 + AD a, 并 对 s = 1,2, =, N 
求 和 , 得 


N N 
Š (1A, +A) +G, + Y, (1 + АЗ) (А, + adi) a 


= ((uk). Uw tusa), 


即 
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Пам W? + [шш +2 us. IE? 12+ M I? 
= (иш — ашы, Uyy + Undu) + (и), üw + име). (4.2.12) 
利用 Sobolev 空间 嵌入 定理 和 (4.2.10) 得 
1а 1 оа» < Cs, Vt e [0, 4]. (4.2.13) 
X (4. 2. 12) 的 右 端 项 使 用 Holder 不 等 式 以 及 Young KER, 并 利 
用 (4.2.10) 和 (4.2. 13)， 便 得 到 (4.2.11) 。 引 理 证 毕 。 
定理 4.2.4 在 引 理 4.2.1 的 条 件 下 , 初 边 值 问题 (4.1.1) - 
(4.1.3) 存 在 唯一 的 局 部 广义 解 u(x, t). 
证 明 由 引 理 4.2.1 -4.2.3 知 , 在 定理 的 假定 条 件 下 , 问题 
(4.1.1) - (4.1.3) 的 近似 解 w(x, 0) 有 估计 式 
lus le [им lm + [иш n < Cs, Vt e [0, t]. 
利用 弱 紧 致 性 原理 和 Ascoli — Arzela 定理 知 , 存在 luy(x, t) | p.i 
中 的 子 序列 (仍然 记 为 ) uw(x, t) 19. Та их, t) 24 N— o 
Bf, umyli =0, 1,2,3, 4; 20, 1, 2) fE (0, 1,72(0)) 中 分 
WAKAF и (ж, 0) 的 相应 的 各 阶 导数 wu(i = 0, 1, 2, 3, 4;j = 
0, 1, 2), 并 且 us 和 une 分 别 在 [0, 1] x [0, 4] 上 一 致 收敛 于 
иба, t) 的 相应 导数 w, 和 4。 易 知 u(x, t) 是 初 边 值 问题 (4.1.1) - 
(4.1.3) 的 局 部 广义 解 。 
下 面 证 明 局 部 广义 解 的 唯一 性 。 设 u(x, t) 和 v(x, 1) 是 初 
边 值 问题 (4. 1.1) - (4.1.3) 的 两 个 广义 解 。 则 w(x,:) 满足 
Wa — u. Wu + an... + ш. = (u^), - (2), 
0<x<10 <t <, (4.2.14) 
w(0,t) = ш(1,1) = w,(0,) =w,(1,) = 0,0 St <t, 
(4.2.15) 
ш(х,0) = w,(x,0) =0,0 < x s< 1. (4.2.16) 
方程 (4. 2.14) 两 边 同 乘 以 w (х, t), YE Q 上 积分 ,经 过 分 部 
积分 , 得 


d 
al] + MeN? + o beu? +a ш] + 6.12] 
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== 9 J us. - 2w, )w,dx +2 eds 


-4 f (uw + vw, ) w, dx +2 | wu ds 
SC (hwl [ш„ + qw, Wes] + He dp 2 
s Cal hwl? + Ho ^ + wl” + pou ED). (4.2.17) 
利用 Gronwall 不 等 式 , 由 (4.2.16) 和 (4.2.17) 得 
fw? + [ш + bol? + ull? + а а + val? =0, 


从 而 u(x, t) = s(z, t). 唯一 性 得 证 。 定 理 证 毕 。 
第 三 节 解 的 爆破 


引 理 4.3.1 (Jensen 不 等 式 ) i g(x) 定义 在 (a, b) Е, 
g(x) e la, bi], Жа, b, a,, b, BARAR œ ,f(x) JE (а, 
bi) 上 的 连续 的 凸 函数 。g(*) e L'[a, b], Hal) > 0, WA 


f'acostode SAED alad 
p y «= 


[асов [асе 
在 右 端 有 限时 成 立 。 

引 理 4.3.2 gel) e C IB GO > A(e) (120), В 
@(0) == > 0, Ф(0) = В > 0. MEHAK s >a, h(s) 20, 
则 在 $C) 的 定义 域内 有 (г) > 0 且 成 立 不 等 式 

4) 
ie (tg 2 Гадаа. 
定理 4.3.3 ибх, t) 是 问题 (4.1.1) - (4.1.3) 的 广义 解 ， 


н 
- [өф =a > 1 + an, 


- [оба (de =B>0， 
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其 中 o(x) 表示 特征 值 问题 
w+Aw=0,w(0) =w(1) =0,0 <x «1 (4.3.1) 
的 第 一 规范 化 特征 函数 , А = п 表示 对 应 的 第 一 特征 值 ， 则 


IT, <T, 使 得 lim sup, | (s, D| =+, jth 


1T; =e (0,1 
no Sai 
пее а 
2u 3.199 + 
Ба ттт Li а )] ds <+ œ. 
证 明 iel) =- [ш(х)и(х, Das. 
方程 (4.1.1) 两 边 同 乘 以 o (x) 并 在 (0, 1) 上 积分 得 
i 
-ф- f onada + [node = fnis - а fonds 


+ f a) ds. (4.3.2) 
注意 到 w(x) 及 u(x, г) 所 满足 的 边界 条 件 , 通过 分 部 积分 可 得 
1 1 
Jr --u$, ПЕ 5 =-и%ф, (4.3.3) 
I -u9,-a I = awe, 
IC = -n гак (4.3.4) 
10(4.3.3), (4.3, 4) f& A (4.3.2) ft] 
C tutë tul + а) c fonds (4.3.5) 
利用 Jensen 不 等 式 , 得 
"P > ш f wuda)? = uel. (4.3.6) 


由 (4.3.5) 和 (4.3.6) 得 


¿= (ta), + иэ (4.3.7) 
l+ +u 1 +р +? 
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记 
h(s) = — 1 —ë uU * ag), 


25, 


Itu luu 
则 当 s 2а 21 + аш, 


h(s) = 19552 = (1 +аи)] 20. (4.3.8) 


利用 引 理 4.3.2, 注意 到 wp(0) = а >0, Ф(0) =B >0 (4.3.7) 
和 (4.3.8) 式 , 知 : 在 g(t) 的 定义 域内 p(t) > 0 并 且 


(e) 2 
pa) (2_ 4 
ZI [е a sata $) 


u p] 
"Ela a] ds. 


因此 , 在 有 限时 刻 T, < T, p(t) 产生 奇 性 , 由 于 p(t) > 0, 从 而 
e) < B, Ке È | 
定理 证 毕 。 
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第 五 章 一 类 非 线 性 双 曲 型 方程 
初 边 值 问题 解 的 爆破 


第 一 节 ”引言 和 主要 定理 


本 文 研究 如 下 非 线性 双 曲 型 方程 的 初 边 值 问题 
Uy — Ups + апы, Dus, = ф(и,),, x e (0,1), t e (0, T) 
(5.1.1) 
и(0, t) = u(1, t) 20, u,(0, t) = u,(1, 1) =0, t e (0, T) 
(5.1.2) 
u(x, 0) = u(x), u(x, 0) = u(x), x e [0,1]. (5.1.3) 
证 明 问题 局 部 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 并 讨论 问题 解 的 爆破 。 其 中 
u(x, 1) 表示 未 知 函数 , a > 0, b > 0 是 常数 , p(x) 是 给 定 的 非 线 
性 函数 , wo(x) 和 w(x) 是 已 知 的 满足 边界 条 件 (5.1.2) 的 初 值 函 
Wo FER tF x 分 别 表示 对 求 : 和 xz 偏 导数 。 

有 些 物理 问题 可 以 用 方程 (5. 1. 1) 进行 描述 。 对 弹 塑性 杆 中 
纵向 运动 的 微观 结构 模型 的 弱 非 线 性 分 析 的 研究 中 ,文献 [ 1 ] 提 
出 了 如 下 的 非 线性 偏 微分 方程 

u, +u... = а(и?), (5.1.4) 
Жир, a s 0 是 常数 。 
文献 [2, 3] 研 究 非 线性 弹性 杆 中 的 应 变 孤 波 , 指出 纵向 波 方程 为 
и, – [ag + па, (и,)"' и, -aju,, 20 (5.1.5) 
其 中 ao, а, 是 常数 , а, 是 任意 的 实数 , n 是 自然 数 。 
文献 [4, 5] 对 晶 格 动力 学 的 研究 中 , 提出 了 如 下 方程 
и, — u,, + au... — bus, = c(u2), (5.1.6) 


显然 , 方程 (5. 1.4) - (5. 1.6) 都 是 方程 (5. 1. 1) 的 特殊 
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情形 。 
对 模型 方程 (5.1.4) , 文献 [6] 研 究 了 其 初 边 值 问题 的 整体 解 
的 存在 性 和 不 存在 性 。 在 文献 [7] 中 , 作者 证 明了 方程 (5.1.5) 初 
边 值 问题 整体 古典 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 同时 也 研究 了 问题 非 整 
体 解 的 爆破 。 然 而 , 对 方程 (5. 1.6) 的 初 边 值 问题 尚未 见 有 研究 
结论 。 方程 (5. 1. 1) 作 为 方程 (5.1.6) 的 广义 情形 ,当然 就 没有 研 
究 结 果 。 
为 了 研究 非 线性 发 展 方程 解 的 爆破 , 通常 的 方法 就 是 建立 关 
于 解 的 能 量 不 等 式 717 。 为 此 , 通常 利用 所 谓 的 “ 凸 性 方法 ”“, 讨 
论 非 线性 发 展 方程 解 的 爆破 。 这 种 方法 要 求 建立 一 个 微分 不 等 式 
Vy - (1 +)? 20,:t 2 0, 其 中 ,y(t) 是 正 的 二 次 可 微 的 函 
LORS 为 了 证 明 我 们 的 主要 定理 , 文中 将 构造 不 等 式 
(5.2.17), 借 此 不 等 式 完成 定理 的 证 明 。 
对 问题 (5.1.1) - (5.1.3) , 有 下 面 的 定理 : 
定理 5.1.1 假定 u(x) e H[0,1], u(x) e [0,1], 且 
е e C(R). 则 问题 (5.1.1) -(5.1.3) 有 唯一 的 局 部 广义 解 
u(x, t) e C([0, T.) #f'[0, 1]) 
n Є'([0, 7,) 
P[O, 1]) 
mc([0, 7,) P [0, 1]) 
其 中 [0, 7,) 是 最 大 时 间 区 间 。 
利用 对 线性 问题 的 分 析 和 不 动 点 理论 , 容易 给 出 定理 5.1.1 
BIER, 
为 了 讨论 解 的 爆破 , 需要 如 下 的 引 理 : 
5g 5.1.17 假定 立 = Са, w, 6 > Са, 0, G e 
C([0, +œ) x(-%, +e%)), Bulto) = vt), t > 0, 则 当 
4 > 时, v(t) > u(t) 成 立 。 这 里 以 及 后 面 的 “…” = d. 


主要 定理 假定 下 面 的 条 件 成 立 : 
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(1) se(s) < B@(s), B(s) <- à |s ,其 中 @(s) = 


[oCr)dr,B > 2,A >0 和 p > 1 是 常数 ; 
(2) u e H(0,1),u, e H'(0,1) 和 
Е(0) = |ш |? + Bus ||? +a || ш ||? +b |a 1° 
+2 [Qu )ds 


<-23[(B -2) езу” TEDL 
<0, 
则 问题 (5.1. 1) - (5. 1.3) 的 解 在 有 限时 刻 T, 爆破 ， 即 当 :一 
т, 
Nel) 6 qu CO N? + f f Mus) вае о, 


其 中 | | 表示 空间 LO, 1) 中 的 范 数 。 
第 二 节 ”主要 定理 的 证 明 


方程 (5.1.1) 的 两 端 同 乘 以 2u,, 然后 在 [0, 1] 上 积分 , 有 
E(t)=0,+ >0, (5.2.1) 


其 中 
EQ) = fu) N? + Bu,GO I? +a uu CO I? 


+b|u,(0O |? + 2 (ибх, 1) )dx. 
n 
E(t) = E(0) = E, «0,150. (5.2.2) 
w 
AG) = pu) 12 eb pa) N? + f f uC) Dasar 
因而 
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1 
Át) = 2 fula, t)u (x, t)dx 4 2b [а Du, (х, t) dx 


SEDIS (5.2.3) 
» 
利用 方程 (5.1.1) , 得 

АО) =2 ја жаш, $h + аша үй, | 


1 
= 2 f ii +340 + bul, + u(u, — bu,,) | dx 


=2 1 + Li +b +u[u, - au... + @(u,),] | dx 
° 2 


" 2и tha кый - id - de 
(5.2.4) 
注意 到 主要 定理 的 假定 条 件 (1), 由 (5.2.4) 可 得 
AGO 221 I? + pu I? +261u,|l2-21u, l 
-2a | и, |? -2Ф(и,). (5.2.5) 
由 (5.2.2) 式 可 得 


B Qus, dx = E = u, | = el? =a us M? 


-b ua N? + (B -2) fru Gs 12d 


(5.2.6) 
把 (5.2.6) 代 入 (5.2.5), 可 得 
AQ) 241 12 + lu I? 45 pus I? - 26, 
-2(B-2) f u.s 1) )dx 
241 1 + bul? 45] u, I? - 25 
+2(B -2)A f. lu 0 d »0 — (5.2.7) 


由 (5.2.7) 可 得 ， 
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АС) 2-26 +2(B -DAS | |а, 7) [inde + АО), 
(5.2.8) 
AG) >- Kf «208 -2)A | ff [| |u Gs s) duaadr 

+ A(0)t + A(0), (5.2.9) 

其 中 4(0) = 2 КО +2 fonde, A(0) = [uj]? + 
b || us, |2. 由 (5.2.7) 和 (5.2.9) 得 

AC) +AG) = 208 -2)a Cf, |, о "ш 
Л, 


- E, + Á(0): - 2E, + A(0) (5.2.10) 
利用 Holder 不 等 式 和 Poincare 不 等 式 , 有 
йо" < pu) р" < |a, 


ELE 


u(x, s) | dxdsdr) 


pu 
dx, (5.2.11) 


u (2,4) | dxdsdr 
neq 
INI f абаз) “айат 


emer 


注意 到 不 等 式 
(e *B*y)' < 2" (а + В" *y),a,B,y »0,n > 1, 
18(5.2.11), (5.2.12) %А(5.2.10), 可 以 得 到 


ÀG) AQ) >> р |u.(z,s) | dxdsdr) 
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u (2,5) |" dxdsdr) E, 
(5.2.12) 
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+ (B -2)Ab QE и, (0) |" - E, 
+400): - 2E, +A(0) + (B - 2)A || u(t) || 
=- E, + A(0): - 2E, + A(0) 
яо u(t) |” b а, Со) pn 
3 Ы А 
«f, f f one Раван) 
=- Ем? Á()t – 2Е, + A(0) 
2 ki * (A(Q)) и >1 (5.2.13) 
H1 (5.2.8) (5.2.9) npn, 当 ! 一 o BF, AQ) — œ FAC) 一 
+œ. 所 以 , FETE to > 1 使 得 ~ Alt) > 0 和 A(t) > 0(: > t). 
(5.2.13) 两 端 同 乘 以 2 A Cc) , 并 使 用 (5.2.8), 有 
а) +4°(1)] 2 Сы!” THO) + (0), t> t 


(5.2.14) 
2*7k, 
p*3' 


IP G = 


W(t) = (-4Ем *24(0)) ( - Er + А(0): +A(0) -2E,) 
由 (5.2.14) 可 得 
d (e? GG) +AU) СО] > fW), ta 


以 及 


(5.2.15) 
(5.2. 15) 4E (to, t) 上 积分 , 有 
PICC) + (0) - СА Q) 
> | w(z)ar «DP +4°(ь)] -GAP (0), t> t 
ЕЈ 
(5.2.16) 
显然 , 当 t 一 + wm 时 , (5.2.16) 的 右 端 趋 于 一 + œ, Km, 存在 
1, Sto, 使 得 当 上 > 时 ，(5.2.16) 的 右 端 非 负 。 则 
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£7 (0) +A (0) > G4? 0), r> 1. 
上 述 微分 不 等 式 两 端 开 平方 , 便 得 到 
(AG) +AG)) 2 СИТА), (m. (5.2.17) 
ЖР С, = JG. 
考虑 下 面 Bernoulli 方程 的 初 值 问题 ， 
IM *YG)) 2 сҮ? (0), а>, 
Y(t) = A(t). 
容易 得 到 问题 (5.2.18) 的 解 
Yo) = elata) – РО f нез гуа, 


(5.2.18) 


= Аа) Zó, а э, (5.2.19) 
其 中 
Z() =1 - 2-09, [а 
显然 , Z(t) =1 >0 R 
«me ie Eq.) ас 
xd SU? (y (s e 1) [ена 


= СА) +I 0 - 69), ае +1. 


(5.2.20) 
H (5.2.9) RTA, 当 ! 一 + о 时 ， 
Атан ть TEACO ACO) ш о руй. 


(2+1)? 
取石 充分 大 ,使 得 
ATQ) 21)? > i -E)*. 
Hi (5.2.20) 和 主要 定理 的 假定 条 件 (2) 可 知 
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Ja) 220 (C E? т ж, +1. 


因此 
Z(t) =1-JG) «0,:2 1 +1. 
利用 Z(+) 的 连续 性 , 使 用 中 值 定理 , 存在 常数 < T Ru +1 使 
f Z(T,) = 0. 因而 , 4 t—T, Bb, Y(t) o, 
利用 引 理 5.1. 1 可 得 ,4(!) > Y(t), 221 +1, 因此 , S4 — 
T, BÍ, А(ї)—› + om。 主要 定理 得 证 。 
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第 六 章 一 类 非 线性 双 曲 型 方程 整 
体 解 的 不 存在 性 


第 一 节 引言 


本 文 继续 研究 第 五 章 研究 的 方程 的 如 下 的 初 边 值 问题 
uy — и. + аш, — bus, = g(u,)., x e (0, 1), t e (0, T), 
(6.1.1) 
и,(0, t) =u,(1,t) =0,и (0,4) =u,.(1,t) =0, t e (0, Т), 
(6.1.2) 
u(x,0) = u(x), u(x, 0) = u(x), x є [0,1]. (6.1.3) 
Hp ula, 1) 表示 未 知 函数 ,a > 0, b > 0 是 常数 , g(x) 是 给 定 的 
非 线性 函数 , us (x) Au (x) 是 已 知 的 满足 边界 条 件 (5.1.2) 的 初 
值 函数 。 下 标 上 和 * 分 别 表示 对 求 1 和 zx 偏 导数 。 


第 二 节 ”问题 (6.1.1) — (6.1.3) 的 整体 解 


对 问题 (6. 1. 1) - (6.1.3), 有 下 面 的 定理 6. 2. 1 和 定理 
6.2.2: 

定理 6.2.1 假定 u(x) e H'[0, 1], u(x) e P'[0,1],3E 
Н и, (х), u(x) 满足 边界 条 件 (6.1.2);g e C(R) , 并且 存 在 常 
数 y, 使 得 对 任意 的 ; e К, 都 有 g'(s) > y. 则 问题 (6.1.1) - 
(6.1.3) 有 唯一 的 整体 广义 解 。 

u(x, t) e C([0, T);H*(0, D) n C'([0, T]; (0, D) 

n C([0, Т];ҥ (0, D). 
定理 6.2.2 假定 定理 6. 2. 1 的 条 件 成 立 。 如 果 и (а) є 
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H*[0, 1], u(x) e F°[0,1],3ËB g e C'(R) #mg"(0) = 0. MJ 
问题 (6.1.1) - (6.1.3) 有 唯一 的 整体 古典 解 
u(x, t) e C([0, T];C'(0,1)) n C'([0, T];C (0, 1)) 
n C([0, 7];C*(0, D). 
这 两 个 定理 可 以 利用 第 三 章 的 方法 证 明 。 


第 三 节 问题 (6.1.1) — (6.1.3) 的 整体 解 的 不 存在 性 


为 了 讨论 解 的 爆破 , 需要 用 到 下 面 的 引 理 : 

引 理 6.2.1 — (Jensen 不 等 式 ) 设 ф(х) 定义 在 (a, b) E, 
glx) e [a,, b], 其 中 a, b, а, b, BARAR œ, f(x) 是 
(a, bi) 上 的 连续 的 凸 函 数 。g(*) e L'[a, b], H (х) > 0, 
则 有 

"uc )G)de JRE) аа) 


аса ic [асв 


在 右 端 有 限时 成 立 。 
定理 6.2.2 设 u(x, г) 是 问题 (6.1.1) — (6.1.3) 的 广义 解 
或 古典 解 。 假 设 下 面 的 条 件 满足 : 


() Z | uola) eos Bae => [EP cert Lygya > 


0, Z f (eos tas =в>0; 
(2) g(s) Жр, 5(0) = 0, g(s) > 8s, 其 中 5 > 0 是 实 


数 , > 1 是 个 偶数 。 
则 问题 (6.1.1) - (6.1.3) 的 解 在 有 限时 刻 Т, 爆破 ， 即 
Bg ag, | nm 
证 明 4 
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p(t) = 5 aue t) соз fs. 


方程 (6.1.1) 两 端 同 乘 以 wT 利用 分 部 积分 , 可 得 


(1+ i$ «(eh ur T e = 有 |в.) ов =. (6.2.1) 


这 里 及 后 面 的 ” "表示 对 上 求 导 . 
由 于 f(s) 是 偶 凸 函数 ,利用 分 部 积分 和 Jensen RER, 有 


T Esa. _ т. |, . пх 
Z аби.) ков ra => g(u,)sin Ы 
ad 


> pel = 


-— 一 dx). 


> a(— T" eo, 4 > 0. (6.2.2) 
把 (6.2.2) 式 代入 (6.2.1)， wn 
(1 yas em т) Ф 2. fTyro(n)'r»0 
(6.2.3) 
Н. Ф(0) = а >0, Ф(0) = В > 0. 

HT (0) = e > 0, Ф(0) = B > 0, HAH PO) 的 连续 性 ， 
存在 :的 右 邻 域 (0, p) , 1841 є (0, p) 时 , Ж Ф(0) >0, 因 
此 更 (1) > Ф(0) > 0. 

接 下 来 证 明 Ф() > 0 对 任意 上 都 成 立 . 采用 反 证 法 。 假 设 这 
个 结论 不 正确 , 则 存在 > 0, 使 得 当 0 < +t < BF. OQ) > 0 ， 
{Н Ф() 20, AT (1) 在 [0, to) 上 是 严格 单 增 的 , B ØC) > 
а, t e [0, 1], X5 Ф(ь„) =0 了 矛盾 。 

因此 , 对 Yt > 0, @(:) > Ф(0) > 0 成 立 。 由 (6.2.3) 得 


фо) > A tam etos aC nent -11 
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> A EU t S9 pntant -1] 20. 
因此 (1) 在 0, „] 上 是 单 增 的 , 这 与 四 (i) = 0 矛盾 。 这 表明 
Ф(а) > 0 Vr » 0, Øl) > @(0) > 0。 

(6.2.3) 的 两 端 同 乘 以 2 (1) , 并 在 [0, г] 上 积分 ， 可 得 


(DUD » f - к-К (90 = a) 


e 


кя cw 3.000" - -a) 
= (b). (6.2.4) 
注意 到 J(a) =@' > 0, 以 及 
= y Tae» CT + am 
J'Co(1)) = Ср)" ае +7) 0 


ёт? + ат! 
CET 
20, 
ЖЮ RUE J(6(0)) > J(6(0)) = а) =È »0,:»0, 
(6.2.4) d 的 两 边 开 方 , 可 以 得 到 


28 (туги ET "n 
Фо) > [5-5 5 "(Фа)" -am 


56 (Erant 21] 


5 TE Р 
£s + ат“ l 


E ID ter (uy -ot) eg] 


这 表明 D) 的 存在 区 间 [0, T,) 是 有 限 的, BD 


+= ë 
n< Í. {©з Ed yn cam) 


РЕ Та - о?) +в} ds <+ œ. 


所 以 在 有 限时 T, < T,, D0) 产生 奇 性 。 
显然 , HF) > 0, 因而 


== | 
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e) =|@(D | < sup, |uc, 0 
从 而 当 —T- 时 ， 


sp, In D |. 


定理 6.2.2 证 毕 。 
第 四 节 ”定理 6.2.2 的 一 个 应 用 


本 节 中 , 应 用 定理 6.2.2 讨论 如 下 第 五 章 给 出 具体 模型 方程 


的 如 下 的 初 边 值 问题 
us — и. auus — bu. = c(u),, x e (0, 1), t e (0, T), 
(6.3.1) 
u,(0, t) = u,(l, t) 20, u,,(0, t) = um (1, t) 20, t e (0, T), 
(6.3.2) 


u(x, 0) = (ж), u(x,0) = u(x), x e [0,1]. (6.3.3) 
利用 压缩 映射 原理 5 或 者 Galerkin 方法 0 ， 可 以 证 明 问 题 
(6.3.1) - (6.3.3) 存 在 唯一 的 局 部 广义 解 和 局 部 古典 解 。 利 用 
定理 6.2.2, 有 如 下 的 结果 : 

定理 6.3.1 设 u(x, 1) 是 问题 (6.3.1) - (6.3.3) 的 广义 解 
或 古典 解 , 并 且 e > 0. 当 
z I Tii = a> en Ly 


和 

Z [ш Qo) cos Zar =B>0 
成 立时 , 问题 (6.3.1) - (6.3.3) AYIE u(x, г) 在 有 限时 刻 To Ж 
破 , 即 


By gn |o. 0 | =+ o. 
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证 明 ”容易 知道 如 下 关于 积分 的 式 子 成 立 
е [ata UO - a) 


— 4 
L © +6} ds <+ o. 


利用 定理 6.2.2, 知道 存在 有 限时 刻 T < T,, 使 得 


lin ep, |o 0| += 
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第 七 章 一 类 非 线性 波 方程 初 边 
值 问题 解 的 爆破 


第 一 节 引言 
本 章 研究 如 下 初 边 值 问题 


u,7 us 7 и. (z(u )u,), +8 | u, r: 


u, -u|u|" n, 0 «t«T, 
(7.1.1) 
и(0, t) 2u(1,1) =0,0 <: < T, (7.1.2) 
u(x,0) = u(x), u(x, 0) 2u(x),0«x <1, (7.1.3) 
其 中 , 5, ш> 0, pz 1, q > 1 是 常数 , u(x, 1) 表示 未 知 函数 ， 
olx) 是 给 定 的 非 线 性 函数 , и, (х) H u(x) 是 已 知 的 初 值 函 数 。 
下 标 : 和 % 分 别 表 示 对 求 : 和 x 偏 导数 。 
作为 一 个 修正 的 拟 线性 波 方程 模型 ，Greenberg 和 Maccamy 
给 出 了 方程 (7.1.1) 在 5 = ш = 0 时 的 情形 中, 此 时 这 个 模型 方程 
对 大 初 值 具有 整体 光滑 解 。 此 后 , 对 于 方程 (7.1. 1) 及 其 相关 方 
程 的 小 初 值 的 情况 , 许多 作者 研究 了 方程 整体 解 的 存在 性 ,并 讨 
论 了 方程 解 的 渐 近 性 质 2 -5 。 当 e = 人 = ОЗЕН 8 = 1 时, Nakao 
研究 了 方程 (7. 1.1) 多 维 情形 时 解 的 存在 性 和 衰减 性 质 " 。 
近来 , 文献 [7] 的 作者 研究 了 (7.1.1) 多 维 情况 。 当 初 值 充分 
小 时 ,他 们 给 出 了 问题 (7.1.1) - (7.1.3) 的 强 解 的 存在 性 , 并 且 


建立 了 非 线 性 源 项 具有 形式 o(s) = 一 


р 结果 ， 
лү sasaqa AR, 但 是 
作者 没有 证 明 问 题解 的 唯一 性 。 
本 章 采 用 如 下 记号 : [|+ | ,表示 函数 空间 己 (0, 1)(1 < p < 
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c ) 的 范 数 , 1-1 = nba ; n I a 表示 Sobolev 2:18] H"(0, 1) 
(m 是 正 整 数 ) 的 范 数 ; || e | =o 表示 函数 空间 C"[0, 1] 的 范 
数 ;(。 ，* ) ERLO, 1) 中 的 内 积 。 

本 章 的 安排 是 这 样 的 : 在 第 二 章 中 证 明 问题 (7. 1. 1) - 
(7.1.3) 的 局 部 广义 解 和 局 部 古典 解 的 存在 唯一 性 ;在 第 二 章 中 
证 明 问 题 (7.1.1) — (7.1.3) 的 整体 解 的 不 存在 性 。 


第 二 节 ”局 部 解 的 存在 性 


本 节 将 利用 Galerkin 方法 证 明 问 题 (7.1.1) - (7.1.3) 局 部 
解 的 存在 性 。 
设 by, C) | 是 由 特征 值 问题 
чые bm € 1, 
7(0) = (1) 20 
对 应 特征 值 Ai(i = 1, 2, …) ARERR L (0, 1) 中 的 一 
组 标准 正 交 基 。 
设 问 题 (7.1.1) - (7.1.3) 的 Galerkin 近似 解 为 


u,(x, t) = È a070), (7.2.1) 
Ж a, (0) (i = 1,2, =, №) 是 待定 系数 , m 是 正 整 数 。 设 初 边 
值 函数 ue (x) Жш, (х) 可 表示 为 
u(x) = Xen (а), u(x) = Xeno. 
其 中 mm 和 wi(i = 1, 2, …) 是 常数 。 将 近似 解 w,(x, 1) 以 初 值 函 
数 w(xz) 和 w(x) 的 近似 
wala) = X ente), ms) = BE ont 
分 别 代 入 (7.1.1) 和 (7.1.3), 并 对 x 在 (0, 1) 上 积分 得 
Ne i = CE i)a ia n 


mt 
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+p |а ul. уз, (7.2.2) 
a,(0) = ф,,4,,(0) = @,, s = 1,2, =, m, (7.2.3) 

Buba, = Жо). 

引 理 7.2.1 假定 下 列 条 件 成 立 ; 

1. 对 任意 的 * 20, o e C, loG) | < К”, 其 中 K > 0 是 党 
数 ,!=1 和 r>= 1 都 是 自然 数 ; 

2. р 是 奇数 或 p > > 是 偶数 , q 是 奇数 或 q > r 是 偶数 ; 

3. limE,() =A = 5 ОТ +A, * A7 ei +(1+А)ф!} + 
1<ә, li (7.2.4) 
其 中 


E,(t) = а +A, * A? a, + (1 +А)а | +1, 


(7.2.5) 

则 常 微分 方程 组 初 值 问题 (7.2.2) (7.2.3){Е [0, n] 上 存在 古 
典 解 a(t) = (а, (0), aalt), ++, а. (0), 满足 
Eam «A^ Gé 
a -ekna A 
在 区 间 [0, n] 上 一 致 有 界 , 其 中 p > 1, t > 0, K, > 0 是 与 m 和 
M 都 无 关 的 常数 。 

证 明 根据 常 微分 方程 组 解 的 理论 , 问题 (7.2.2) , (7.2.3) 
的 局 部 解 是 存在 的 。 记 和 解 的 最 大 存在 区 间 是 [0, T.) , 下 面 对 解 
的 估计 将 表明 7。 有 不 依赖 于 mm 的 正 的 下 界 。 

方程 组 (7.2.2) 两 端 乘 以 (1 + A2) o, (0) ,然后 两 端 对 * = 1， 
2, =, m 求 和 , 得 


#E.G) +2 M ima N? +2 ua N? 
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=2((c(ul.)u,.), -6 | чы e 


аја" 


ш, Um + (1) uu) +2(u,, uy). 
(7.2.7) 
由 (7.2.5) 式 可 以 得 到 
EQ) = о, 12 + Bus 2 + Bus I? 
+ lu, + [шы]? +L, (7.2.8) 
利用 Sobolev 空间 嵌入 定理 ， 


lus leto i < Cllu, 1 оо, < С(Е,(1))+, (7.2.9) 

la П осо < Cla | мш, < С(Е„())#, (7.2.10) 
这 里 及 下 面 出 现 的 C 表示 与 m 和 上 都 无 关 的 常数 。 

利用 Holder 不 等 式 , 由 (7.2.9) 和 关于 с 的 假定 , 得 


If (oue | 
= [fttt yu us. (Du, Dude 


< lu, Il Cto, 13 ee Es IE CCEn Ct) ) 


(7.2.11) 
利用 分 部 积分 和 Holder 不 等 式 , 可 得 
[2 - D CG yu) | 
= c o соса ou D rus | 
< Па N? + CN Сои, а) el (7.2.12) 


通过 直接 计算 , 利用 微分 方法 可 以 得 到 
П (оби) ш). «Си, 123 < CCEC). 
(7.2.13) 
由 (7.2.12) 和 (7.2.13) 可 得 
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[261V ftoi ou.) uade 
«раа + CCE) (024) 
利用 Holder 不 等 式 , (7.2.5), (7.2.9) 81(7.2.10) , 得 到 


[алате u.) |< в 12 a lu, M? 


< C(E,(0)) Ë, (7.2.15) 
[A tn) |S pa Nen NES, Mtn N M em M? 
< С(Е,(0))®, (7.2.16) 


[26-51 un Pun, (= 00a.) | 
= [25 [a аата) УО 
<28|| CE u, M uu) а | Wu, l 


+ usss |? + C| (Lu, 1и) I? 
< N imen N? + Chu ly 
& T fumes l + C(B CD) (1.2.17) 


[аша ua, uns (C D tusa | 


= [24(C 00 unu yas usa) 
«аа Fus | uus 


usen |? + Cl uu | a 


иа, ||? + CE,(t)°. (7.2.18) 
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Wp = тах{41+1, 2p - 1, 24-1] ,并 且 把 (7.2.11) ,(7.2.14) - 
(7.2.19) 代 入 (7.2.7), 有 


FAO) < KE, (t). (7.2.20) 
其 中 K, > 0 是 与 m 和 1 无 关 的 常数 。 
对 任意 的 te (0, T.) 由 (7.2.20) 可 得 
E.(0) A | 
[1 -AKREPA a -eKA 


E,() < 


如 果 4 满足 
0«1 "Eliana <a, 


其 中 0 <a < 1, 则 (7.2.6) 对 + е [0, 1] 成 立 。 上 式 表明 
2 
A =R KA S^ DR ( 1) 
Job POSEKA > o жй. 
(7.2.21) BJ] Т, 不 依赖 于 m 的 正 的 下 界 。 引 理 得 证 。 
引 理 7. 2.2 假定 引 理 7.2.1 的 条 件 成 立 并 且 r > 2 则 问题 
(7.1.1) – (7.1.3) Л и, (х, t) 满足 
[ш в + [шыйк + [шш m2 < С, Vt e (0, n]. 
(7.2.22) 
证 明 由 (7.2.5) 和 (7.2.6) 得 
[ш кы + Mul, < C, Уге [0,4]. (7.2.23) 
(7.2.2) 的 两 端 同 乘 以 (1 + A77) a, 然后 对 s = 1,2, =, m R 
ж, 得 


Ханда +}, Ө, + ruka. + A, ваа, 


pl 
иу Шы 


= (ou, ), tp |а, | u, 8 | a. 
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+(-1) "Tu aen) > 
即 是 
Пам, 2 + [шш |? = (u, +u, + Cr Cun uui) а 
-6( | us lus +p(| u, дьа, ús) 
+ (и. uus + (оби? us), — Ê | Mu [^u 
+| un е; 99 (7.2.24) 
利用 Sobolev 嵌入 定理 , 由 (7.2.23) 可 得 
Ius 1 со, + Wu, Il соо < C, Vt e [0, n] 
(7.2.25) 
应 用 Cauchy 不 等 式 , 注意 到 (7.2.25) 和 (7.2.23), 通过 直接 计 
算 可 , 由 (7.2.24) 可 得 
По, | „з < C, Vt e [0, n], (7.2.26) 
(7.2.23) 和 (7.2.26) 表 明 (7.2.22) 成 立 。 证 毕 。 
引 理 7.2.3 假定 引 理 7.2.1 的 条 件 满 足 , EB r> 4, 则 问题 
(7.1.1) -(7.1.3) 的 近似 解 us(x，5 有 估计 式 
lusus ln < C, Vt e [0,4]. (7.2.27) 
证 明 (7.2.2) 式 关于 : 求 导 , 得 到 
(шә usa = usa, у) = ((z(uL)u,.), (а, |), 
tullun un) y). (1.2.28) 
(7.2.28) 两 端 同 乘 以 dm, 并 且 对 s = 1, 2, =, т, 有 


[йыз N? = Cus + шш Cr) a = 8(|u, | uu. 


š 


tullun [^ uus), (7.2.29) 
利用 Holder 不 等 式 ，Cauchy 不 等 式 , (7.2.22) 80(7.2.29) 5t, 有 
lu, l? < С, Vt e [0,4]. (7.2.30) 


(7.2.28) 两 端 同 乘 以 (- 1) *A7* a, 然后 对 s 91,2, =, m R 
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9n, 得 到 
DEN 2 = (ца + шад + (Ca Cuz.) uL.) on 
- au. us tau [Dus usa). 
(7.2.31) 
利用 Cauchy 不 等 式 和 (7.2.22) ,由 (7.2.31) 知道 
|w 1 < Ç, Уге [0,1]. (7.2.32) 
(7.2.30) $(7.2.32) &9] (7.2.27) 。 引 理 得 证 。 
定理 7.2.1 假定 引 理 7.2.2 的 条 件 成 立 , H r> 3. 则 问题 
(7.1.1) -(7.1.3) 有 了 唯一 的 局 部 广义 解 u(x, г) 满足 
u(x, t) e (0, ;H* n А00, 1)), 
и, (х, t) e (0, ;H n H(0,1)), 
u,(x, t) e 12(0, t; H'2 N (0, 1)) 
和 等 式 


f fe, -um = и, = (о(ш)и,), + 8 


p-1 
u [u 


-plul wydrdt = 0, Vy e 12(0, 1,1200, 1). 


(1.2.33) 
"4 r 5 时 , 问题 (7.1.1) - (7.1.3) 有 唯一 的 局 部 古典 解 。 
证 明 Чг > 3 BF, 由 引 理 7.2.2 的 (7.2.22), 利用 Sobolev 
RAEM, 得 
iin солу + Mu, ео + 14 ао < С, Уг e [0, t], 
(7.2.34) 
利用 弱 紧 性 原理 ，Ascoli - Arzela 定理 ,以 及 估计 式 (7. 2. 22) 
(r =3) &1(7.2.34) , 存在 函数 u(x, t) 和 du, Cx, t) | 的 子 序列 
(还 记 为 [u,(z, 0] ) 使 得 
ЖЩ m — o 时, {и (я, t) |, {ш„(х, )}, {ш (ж, 0) 分 别 在 
ї2(0, n;H n 900, 1)), D(0, t; n Hj(0, 1)) 和 
D2(0, ;H,(0, 1)) "СТ u(x, t), ux, t) Жи, (я, t); 
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{ш„(х, у}, Pu (n, 00, Iu (ж, 0 E 分 别 在 [0, to] x [0, 1] 
-E—EIKEICT u(x, t), и, (ж, t) 和 w(x, t). 

容易 知道 , M m — c BF, 下 面 的 两 个 收敛 在 [0, t] x 
[0, 1] 上 一 致 成 立 : 


pi 


| 
us 


u usu 


et 


ls 


аы 
由 上 述 的 收敛 性 知道 , u(x, t) 是 问题 (7.1.1) - (7.1.3) 的 局 部 
解 。 因 此 , 4 r > 3 时 , 问题 (7.1.1) - (7.1.3) 存 在 广义 的 局 部 
Ж ибх, 1), 并且 这 个 解 具有 定理 7.2.1 所 陈述 的 正则 性 。 

下 面 证 明 局 部 广义 解 的 唯一 性 。 

ш (х, t) lus Cx, t) 是 问题 (7.1.1) - (7.1.3) 的 两 个 广 
Nito Pula, t) = ш (x, t) 一 w(x, t). 则 u(x, г) 满足 


u uas cus = (z(ul.)u,), - (оби )ш,), — 8 | u, | 


ц, 
+ô | Uy a" +y | u, [^u - ш | u Ps, 
(7.2.35) 


u(0, t) = u(1, t) - 0, 

u(x, 0) = u(x, 0) = 0, 
(7.2. 35) 的 两 端 同 乘 以 2w(*，#) 并 且 同 时 加 上 2uu,, 然后 在 
[0, 1] 上 积分 , 得 


ші? + Tad + PIS 
=-2 f едш, ~ oC) us lu, dz 

-28 f Cus [us = | us [uude 

+ 了 人 [| 


= 2 ао +0, Cin =.) 
А 


|" 


ш plu | ua Jude +2 Puna 


2 
ux + Oi (u, — un) | 
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ou, + (u, = us) Р) Јама 
=-2% | |а + lu = ua) |а 
1 еа 1 
ЕАС + 0(u ш) | uude +2 | unde 


1 
s C(lu|? + bul Mu 12) + s M? 


其 中 0 < 91, 6,, Ө, < 1. 由 Gronwall 不 等 式 可 得 
Mall? + MeN? + Mu 12 20, Ve e [0,5], 
这 表明 w(x, t). = us (x, t). 广义 解 的 唯一 性 得 证 。 
类 似 地 , 可 以 证 明 如 果 9 > 5, 则 问题 (7.1.1) - (7.1.3) 有 
唯一 的 局 部 古典 解 u(x, t), 并且 满 足 定理 7.2. 1 所 表述 的 正则 
性 。 定 理 得 证 。 


第 三 节 解 的 爆破 


引 理 7.3.1 假定 uw e L"(0,1), ще P(0, 1) H 
[Fechas e 1700, 1 ， 则 问题 (7.1.1) - (7.1.3) 的 广义 解 或 可 


典 解 满足 能 量 等 式 
E(t) = E(0), (7.3.1) 


其 中 
EO «Lut eL pua? «1 asd 
Vp eam em f scing 


+80, т) ID dr. 
证 明 (7.1. — u， 然 后 再 [0, 1] 上 积分 , 得 


а quate quat ed f focios 
107 


@ 高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 


E pm 


这 表明 (7.3.1) 式 成 立 。 证 毕 。 
记 


үт! el? +8 u =0, 


1 р 
EO = 二 Wl pui? eL f осудна 
Fr 

定理 7.3.1 假定 下 列 条 件 成 立 。 
(1) ие Ж n H0, 1), u e 12(0,1); 


(yes A, IOS o(s) 20slo(s) > As ўз > 


0 成 立 , 其 中 心 > 1, A, > ОЕР 1 是 常数 ; 
(3)q > max|p, 24, - 1] ; 
1 1 


(ва = т-р, 


H(0) = - E,() > max{1, 2r 
1 K(g*tl) x 
HE qe y TEXT EA x 
TIS si 724) } 
其 中 
= cH a 
Bow 222 + p 
以 及 人 
是 Wo 嵌入 (О, 1) 的 嵌入 常数 。 则 问题 (7. 1. 1) - 
(7.1.3) 的 解 u(x, t) 在 有 限时 刻 t 爆破, Вр 
lim llull gı =+ =. 
证 明 考虑 函数 
D(t) = H= (t) + zF'(1), (7:3:2) 
其 中 
H(t) =-E,(t), (7.3.3) 
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FO) = ual? + dr, + >0, 


є > 0 是 后 面 给 出 的 一 个 小 参数 。 
由 能 量 等 式 可 得 

H'(O = |ua N? +8lu |}, (7.3.4) 
这 表明 H(1) 是 增 函 数 并 且 满足 


0 < HO) < HG) < тш Ар С По, MH 
(7.3.5) 
因而 ， 


ES 
zi 


Ы > (Huot 1, (7.3.6) 


lu laen > (Су e) э 1, (7.3.7) 
先 注意 到 等 式 
Фо) = (1-в)Ҥ“()Н'(4) + &F"(1), 
由 于 
= 3 2 funds +2 Гана 
F'(t) 22|u l^ + саш pets 
-2pu N? +2 fau, =.) 
à 


=2 ||u, | +2 [uL Gr G2), +u, 


Au +u | u MOL 


-ә |, 
= 2а 12 |2 |u, 1° 22 [шй 


-28 ['« |u |а -2 f (od 
b à 


u, |? +2и [ш] {1 


22112 -|2 
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u, [^uis — 2A, f. [Loco isis 


-28 fe 
由 (7.3.3) 可 以 得 到 


1 jl 
FG) S2 |w 20 N? + 2u ull 28 fu |а, [de 


+2A (H(t) + и, |? + а, |? - гаты n 


= 4A,H(t) +2(1 A) и, 12 +2(A, 71) llu, |? 
ea E uf g -28 fu u | uds. (7.3.8) 
现在 估计 (7. 3. 8) 右 端 的 最 后 一 项 。 利 用 Holder 不 等 式 和 假设 
p <q, 有 


[28 J'u 1 u, Ius | 28 ра, LZ ll sa 
< 28и, Ngaa шї oo 
注意 到 [ш] а = dul 1 Io] S, 8 
1 P » 
|28 ul и”, |< 28 | и, | Mal tal Et 
= 28 | u, |. Dol FA C їшї 2. 
URL E, Cr) WENA HU) =- E, (a) ,考虑 到 关于 e(s) > 0 对 
s 20 成 立 的 假定 ， 容 易 知道 


м < Lao), 


由 此 知道 
(їшї В! e E ar e 
= I ey Pr PL) Jer 
=I el Urs, 
所 以 ， 
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E 
EU 


(7.3.9) 


利用 Young 不 等 式 和 假定 条 件 p < q, 得 到 
lu a їшї < а ETE TU 


p+1 рф] 


Саа + Pudu) 


egi lul 33 +5718" (0)). (7.3.10) 


38(7.3.10) f&A (7.3.9) , 得 到 


[28 [^ui u, 17 u dx 


&28—P—[—H— ]"LH(G) ] "C [шї € 8 HO) 


= К 
= 286—Р—([——Ё#——1°. 


其 中 天 


e 


p+1 (q+1) 
CHO) J~ ful E Ki но) ] "H (t), (7.3.11) 


p+1 (q+1) 


由 (7.3.8) 和 (7.3.11) 可 得 
F'(1) z 44H) +2(1+4) llu, |? +2(A, -1) llu, |° 


其 中 当 


成 立时 ， 


н Qu I IT ) =) Ia 3 
= K&" [H(r) ] *H' (0) 

= адни) +2(1 +A) lu, N? 204 71) Да," 
+K, [ш = Ki LC ] *B' (0) , 


К,(9 +1) 1 


RO)» gi a 


*1-24 
K. = tT ROO) > 0. 
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因而 
Фи) ®(1-е@-єК,&!)Н“(1)Н'(ї) +4вА,Н(ї) 


+2в(1 +A) По, |? +2в(А, -1) || u, ||? + ек, llull її, 
(7.3.12) 
W e 充分 小 , 满足 
l-a-sKó'»0, 
由 (7.3.12) 可 得 
tou) > K (H(t) + а, 12 + о, 1° + Hull Ds 


(7.3.13) 
Ж К, > 0 是 常数 。 
(7.3.13) 表 明 B(1) 是 增 函 数 , 所 以 选择 е 充分 小 , 使 得 


HC)" + el2 funde + Да, I?) > 0， 
从 而 对 任意 ; > 0 , 有 
(t) > Ф(0) > 0. 
接 下 来 证 明 
$'(1) > C(t)’ > 0 ， (7.3.14) 
其 中 C 是 正常 数 , B = 了 ,注意 到 0 < a < 1, regen, 


为 了 证 明 (7.3. 14), 考虑 如 下 两 种 情况 : 
情形 1. F'G <0。 则 
P(t)? = (H(t) + eF'(0)? < H(t), (7.3.15) 
由 (7.3.13) 和 (7.3.15) 知 道 (7.3.14) 成 立 。 
情形 2. Е'(1) > 0, H Holder 不 等 式 得 
(#F'(t))° = #(2(u,u,) + |а, |2) 


sera (f ао + quan 


Еа 


< {2 hul pa (f 1 асаб 
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+ |w, |P 
< e [ш] л Null + По. 12)* 
< CP (2 ulta lu, ^ По, 122), 
取 
Au EA ea). D. 


1-2a 'À 7 

由 Young 不 等 式 和 (7.3.16) 得 
(seP(D)2 < G^ lul i llu, S + llu, | S) 
< Caes(2 llu| + lu, |? + lu, |). 


注意 到 
1 1 
es P ea шш edo 
有 
эе анс =й 
2(q*1)' 
因而 
2 
0<1-25 q+1 


利用 (7.3.16) 可 得 
Д — < hull. 
由 于 对 s > 0, o(s) > A,s 成 立 , 因此 


f [Locis 2A [| [гаг 


«рате кое 
«гапы. 


由 (7.3.3) 可 以 得 到 
1 a 
обаа < D qup zt 


(7.3.16) 


(7.3.17) 


(7.3.18) 


(7.3.19) 


(7.3.20) 
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(7.3.19) 和 (7.3.20) 表 明 
АРЧЫ 
利用 Holder 不 等 式 , 有 
Па По, Поа < u IG 


注意 到 (7.3.7) 和 了 &2£ +2, # 


*1 + 
аа. — men 


По. hS а, 122, (7.3.22) 
(7.3.21) 81(7.3.22) #88 
па SEER qup 12. (7.3.23) 


H1(7.3.17) (7.3.18) 80(7.3.23) f 
(#F'(t))° < С, (2 Jul sn + |а, 12). 
因而 
(1)? = (H(t) + eF' (r) )S 
< C[H(t) + CeF'(0))^] 
= C,(H(t) + hulgi + dus 12). (7.3.24) 
(7.3.13) 和 (7.3.24) 表 明 
Ф'(1) > GDU)’, 
Jü C, > 0 是 常数 。 
因此 ，(7.3.14) 总 成 立 。 求 解 (7.3. 14) , 得 到 
= Ф(0) 
$0 > Gp -Do 
取 
to Ба, 
C,(8 - 1) Ф(0)* 


得 到 


limG(t) =+ æ. 
95 


注意 到 (7.3.2) 和 (7.3.3), 有 
114 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 


第 七 章 一 类 非 线性 波 方程 初 边 值 问题 解 的 爆破 


lim |ju]| g = + co. 
m 


定理 7.3.1 得 证 。 
参考 文献 


1 


Greenberg J. , On the existence, uniqueness and stability of the 
equation x, = E(X,)X, + X,,[J]. J. Math. Anal. Appl, 
1969, 25; 575 – 591. 

Kawashima S. and Shibata Y. , Global existence and exponential 
stability of small solutions to nonlinear viscoelasticity[ J]. Comm. 
Math. Phys. , 1992, 148:189 – 208. 

Mizohata K. and Ukai S. , The global existence, uniqueness of 
small amplitude solutions to the nonlinear acoustic wave equations 
[J] J. Math. Kyoto Univ. , 1993, 33; 505 — 522. 

Matsuyama T. and Ikehata R. , On global solutions and energy 
decay for the wave equations of Kirchhoff type with nonlinear 
damping terms [J] . J. Math. Anal., Appl., 1996, 204; 
729 -753. 

Nakao M. , Energy decay for ghe quasilinear wave equation with 
viscosity[ J]. Math. Z. , 1995, 219; 289 – 299. 

Nakao M. , On strong solutions of the quasilinear wave equation 
with viscosity[ J] . Adv. Math. Sci. Appl. , 1996, 6:267 – 278. 
Park J. Y. and Bae J. J. , On the existence of solutions of quasi- 
linear wave equation with viscosity [ J]. J. Korean Math. Soc. , 
2000, 37(3) : 339 – 358. 

Adams К. A., Sobolev Spaces [ M]. New York; Academic 
Press, 1975. 


115 


第 八 章 一 类 广义 Boussinesq 型 
方程 解 的 爆破 


第 一 节 引言 


本 章 讨论 如 下 Boussinesq 型 方程 初 边 值 问题 
и, +аи,., + Ви. =f(u)s,0<x<1,0<t<T, 
(8.1.1) 
и(0, t) = u(1, t) = 0, и, (0, t) = и, (1,1) =0,0<¿ <T, 
(8.1.2) 
u(x, 0) = ф(х), u(x, 0) = ф(х), 0 <х<1, (8.1.3) 
其 中 u(x, 1) 是 关于 变量 x e (0, 1) 和 + eR+ 的 函数 , и(х, t) 是 
未 知 函 数 , a > 0, 8 > 0 是 常数 , p(x) 和 ф(х) 是 已 知 的 初始 
函数 。 
在 晶 格 动力 学 和 水 波 的 研究 中 都 提出 了 如 下 的 模型 方程 " 
us + wu... + Bu = у(и?)„, (8.1.4) 
其 中 ,a >0,8 > Оу e 0 是 常数 。 显 然 方程 (8.1.1) 是 方程 
(8.1.4) 的 广义 形式 , 这 种 方程 也 被 称 为 Boussinesq 型 方程 (简称 
Bq 方程 )。 关 于 Boussinesq 型 方程 的 孤立 子 波 解 和 行 波 解 的 研 
究 , 已 经 有 大 量 的 结果 , 具体 的 可 见 文献 [2 -5] 及 其 内 的 参考 文 
献 。 另 外 , 文献 [6 -8] 对 一 些 Bq 型 方程 的 定 解 问题 做 了 讨论 。 
本 文 首先 证 明 问题 (8.1.1) - (8.1.3) 的 局 部 广义 解 的 存在 
性 与 唯一 性 , 然后 用 凸 性 方法 证 明 问题 解 的 爆破 性 质 。 
文中 将 分 别 用 ||: | 和 e l RS (0, 1) A Sobobev 空间 
H"(0, 1) 中 的 范 数 。 
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第 二 节 ”局 部 广义 解 的 存在 唯一 性 


本 节 将 利用 Galerkin 方法 和 紧 致 性 原理 证 明 问题 (8.1.1) — 
(8.1.3) 的 解 的 存在 性 。 
Ж |у,(х) | 是 由 特征 值 问题 
ы =0,0 <š <1, 
у(0) = у(1) 20 
对 应 特征 值 和 (j = 1, 2, …) ПЕВА OTRAS L^ (0, 1) 中 


的 一 组 标准 正 交 基 。 
设 问题 (8.1.1) – (8.1.3) 的 Galerkin 近似 解 为 
N 
uy(x, t) = унн»), (8.2.1) 


JOh us (0 =1,2,‚--, N) 是 待定 系数 , 是 自然 数 . 设 初 边 值 
函数 p(x) 和 р(х) 可 表示 为 

е) = О, g0) = Xo. 
Jib LH = 1,2, =) ЖЖ. ЖЫНЫ us Ce, t) ШИШ 
Ж ф(х) 和 w(x) 的 近似 

быб) = 0069), ша) = moi 
分 别 代入 (8.1.1) 和 (8.1.3), 并 对 x 在 (0， 1) 上 积分 得 


(1 +BA? As, + Aus, = (Cun) as Y1) > (8.2.2) 
рм (0) 21, i (0) =з}, 521,2, 5, N, (8.2.3) 


其 中 心 = 00, (Lo) RREO, 1) 上 的 内 积 。 
引 理 8.2.1 假定 fs C Ну? (а) <K |s" G=0,1,2), 
REK > 0 是 常数 ,是 正 整数 。 记 
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Ey) = Хна +ол + аА), + (1 +A? + ВА? +AA] +1, 
(8.2.4) 
如 果 


žia +аА! + аА)? + (1 +A? + ВА? + ВА*) | +l, 


(8.2.5) 
则 常 微分 方程 组 初 值 问题 (8.2.2) (8.2.3) [0, to] 上 存在 古 
ЖИЙ ш) = (им (2), s (0), =, e CO), 并 且 
E 
E(t) s ——————— = B (8.2.6) 
" а - Banet)? 
在 区 间 [0, 4] 上 一 致 有 界 , IEF > 0, 4 > 0 以 及 界 了 都 与 W 
无 关 。 
证 明 问题 (8.2.2) (8.2.3) XT us (0,5 = 1， 2，…， 
NN 的 二 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 , 可 以 等 价 地 化 为 2N 维 一 阶 
常 微分 方程 组 的 初 值 问题 , 再 注意 到 /的 光滑 性 , 局 部 解 的 存在 
是 显然 的 . 记 解 的 最 大 存在 区 间 是 [0, tw) ,下面 对 解 的 估计 将 表 
H ty 有 与 入 无 关 的 正 的 下 界 。 
方程 组 (8.2.2) 两 端 乘 以 (1 +A ins 乘积 对 s = 1, 2,…， 
NRA, 并 于 两 边 同时 加 上 (и, им), 得 


LENU) = 2(/(us),, uw + usa) +2045, un) 
= 2 uy) il, fO) ugs uw + ш) + 2 (us, ш). 
(8.2.7) 

利用 Sobolev Zhi] A 838, 注意 到 (8.2.4) 式 得 


Voy lleno < Co Il tew ll mo, 1) < С,СЕУС0)) +, 
(8.2.8) 
这 里 及 下 面 出 现 的 C, 均 表示 与 N 无 关 的 常数 。 
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利用 Holder 不 等 式 及 (8.2.4) 和 (8.2.8) 式 , 有 
2(/”(и„)ай, +S Cu) tss un + usa) 2 Cty, un) | 
< (2K, || шу || o.) чь I cro, a) | un | 
* 2K, | us | ero,n Fuss HC Bus | + Hausa l) 
+2 us | lus 1) 
< ACEQ)), (8.2.9) 
其 中 4 > 0 是 不 依赖 于 N 的 常数 。 
对 于 + e [0, ty), 由 (8.2.7) 和 (8.2.9) 知 
Е,(0) š E 
[1 -faQ)17* 1- Pat 


E,(t) < 


ШЖ MEO < 1 - ВАЕ? < 8, 其 中 0 < 5 < 1, 则 在 区 间 


ES 
рАЕ? 
n > 0 是 常数 , 这 表明 ty 有 正 下 界 。 引 理 证 毕 。 
本 

推论 8.2.2 在 引 理 8. 2. 1 的 条 件 下 ,问题 (8. 1. 1) - 
(8.1.3) 的 近似 解 uw(x, t) 有 估计 

uylla + [ш П + [шь la С, t € LO, to]. 

(8.2.10) 

证 明 利用 (8.2.6) , 并 注意 到 (8.2.4) 中 Enlt) 的 表达 式 ， 

容易 知道 


[0,4] 上 ，(8.2.6) 式 成 立 , н 208) < < -2 pp 
pAE* 


Пан [к + Hull S Cs, te [0, to]. (8.2.11) 
利用 Sobolev 空间 的 嵌入 定理 知道 ， 
о» Moto < Ca, £ e 0, to]. (8.2.12) 
(8.2.2) 的 两 端 同 乘 以 (1 + AD, 并 对 s = 1, 2, =, NRA, 
得 到 
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N N 
» (1 + А5) (1 + BAD + 2 (aA?) (1 A, ) agas, 
= Qu), Uya + Unau) 
即 
[шы 12 + (B +1) Ds I? +B | usa |° 
= ("Quy) us, +f (uy) ug, — ашышы + ик). 
(8.2.13) 
ЖЇЛЇ(8. 2.12), 对 (8.2.13) 的 的 右 端 项 使 用 Young 不 等 式 , 并 利 
用 (8.2.11) 可 以 得 到 
Пам 12 + (8 +1) || sns 1 +B [usa D? < Cs, є [0, t]. 
(8.2.14) 
H1 (8.2.11) (8.2. 14) RANE, 推论 得 证 。 
定理 8.2.3 在 引 理 8.2.1 的 条 件 下 , 初 边 值 问题 (8.1.1) - 
(8.1.3) 存 在 唯一 的 局 部 广义 解 u(x, г) o 
证 明 ”在 定理 的 假定 条 件 下 , 问题 (8.1.1) - (8.1.3) 的 近似 
解 un(x, t) 有 估计 式 (8. 2. 14)。 利 用 弱 紧 致 性 原理 和 Ascoli - 
Arela 定理 知 ， 存 在 (uyla, у}, 中 的 子 序列 (仍然 记 
为 ) (им (а, t) |ia MER Ula, г), 满足: 4 N— = BF, [usa (x, 
t) liai =0,1,2,3,4 =1, 2) 11200, 1,;12(0,1)) 中 分 别 
弱 收敛 于 u(x, t) 相应 的 各 阶 导数 uyli = 0, 1, 2,3, 4j = 1, 
2), ЗЕН luy (а, г) 15. 和 Гим, (х, t) | Fai АЕ О, 1] x [0, 
to] 上 一 致 收敛 于 u(x, t) ОНУ u, (x, 1) 和 u(x, t) o 容易 
知道 u(x, t) 是 初 边 值 问题 (8.1.1) - (8.1.3) 的 局 部 广义 解 。 
现在 证 明 局 部 广义 解 的 唯一 性 。 设 u(x, t) 和 w(x, t) 是 初 
边 值 问题 (8.1.1) - (8.1.3) 的 两 个 广义 解 。 记 
U(x, t) = u(x, t) —u,(z, t), 
则 满足 
U, +aU * BU, = f(u), - Ки) ,,0 «x < 1,0«1«&, 
(8.2.15) 


120 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 @ 
第 八 章 一 类 广义 Boussinesq 型 方程 解 的 爆破 
0(0, t) = 0(1, t) = UL(0, t) = U,(1,t) =0,0 三 上 和 bb， 
(8.2.16) 
U(x, 0) = U(x,0) =0,0 <2 <1. (8.2.17) 
方程 (8.2.15 ) 两 边 同 乘 以 以 (x, t), 并 对 x 在 (0, 1) 上 积分 , A 
用 分 部 积分 , 并 利用 Gargliardo - Nirenberg 不 等 式 和 Young 不 等 

式 , 有 


(que o) 1? +106, D Nra Uat, 0 BN UG, 91) 
=-2 f 0 Cu, -f(u,)u,,]U, dx +2] UU,dx 
° n 
=- а) -f Cu) Jun *f (2), Unde +2 f UU, 


-f еи, + 8(u, — is) )Uuy, * fu) U, | U, da +2 f uas 
= GCIUG D WIUC OI + ПОС, UC O M 
жш, I ACE 
«C, UC, DI 
+ UC. DI + UC D | + USC D 1° 
+ | USC, D 11. (8.2.18) 
注意 到 (8.2.17), 利用 Gronwall 不 等 式 , 由 (8.2.17) 得 
Посе 0 1? + MUC U^ +a ll UC. D I? 
+B || USC. 0 12 = 0 
这 表明 u(x, t) = и, (x, 1)。 唯 一 性 得 证 。 定 理 证 毕 。 


第 三 节 解 的 爆破 


引 理 8. 3. 1 (Jensen 不 等 式 ) 设 G(x) 定义 在 (a, b) L, 
G(x) ela, b], ЖР a, b, a, b, BARAR ©, Р(х) 是 
(а, b.) 上 的 连续 的 凸 函 数 。Q(*) e L [a, b], H.Q(x) 20, WA 
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ССД [ECONO 


fod [оса 
在 右 端 有 限时 成 立 。 

引 理 8.3.27 ib (1) e C HEU) > h(2(0 20), H 
z(0) =p > 0, 2(0) = r > 0. 如 果 对 所 有 的 * >p, h(s) 20, Д] 
在 p(t) 的 定义 域内 有 ol) > 0 且 成 立 不 等 式 

m fw +2 [м а 11%. 

定理 8.3.3 设 u(x, 1) 是 问题 (8.1.1) (8.1.3) 的 广义 解 ， 
假定 如 下 条 件 满足 

(a) СЕЕ" =р>0, ЕЕ" =т>0, 

(b)f(s) e C'(R) 是 偶 的 凸 函 数目 满足 

(1) AO) = 0, f(p) - amp 20; 
(i) 4 5 — oo BF, ACs) 增长 得 足够 快 , 使 得 积分 
NM 2л? 2, Аа sd 
те Uer fat - r9) + тераа 
收敛 。 则 ЭТ, < T, 使 得 


Hp mp, [nns 0 | =+ =. 
证 明 记 
z(t) -- Гаа, г) віптхдх. 


方程 (8.1.1) 两 边 同 乘 以 了 sinmx， 并 在 (0, 1) 上 分 , 得 
-2500 + а [чечиле * Za [иеп 
- T уси) „іта (8.3.1) 
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注意 到 u(x, г) 满足 的 边界 条 件 , 利用 分 部 积分 可 得 


та [asina = 一 miaz(b)， (8.3.2) 
2g |а... =- m Bi), (8.3.3) 


Z уи) віта ms т и) (8.3.4) 
把 (8.3.2)、(8.3.3) 、(8.3.4) 代 入 (8.3.1) 得 到 
(1 + т) asas = т и) sinmds (8.3.5) 
利用 Jensen FER, 注意 到 关于 /的 假定 ， Ani 
ОЕ" > T [чта "| 
EL 


= mf(-z(t)) = mf(z(t)). (8.3.6) 
由 (8.3.5) 和 (8.3.6) 得 


00) 21 TUe) — amaz(t) ]. (8.3.7) 
其 中 ， 
z(0) =p >0,z(0) = r > 0. 
首先 表明 


Ks) -ars >0,s >p 
成 立 。 事 实 上 , 由 于 Fe C(R) 且 是 偶 的 凸 函数 , 则 /"(s) 20H 
f'(0) = 0。 记 

fls) = f(s) = ams, 
则 

/%(з) = f"(s) 20, 
ЮЙ f 'o(s) 是 单调 增 函 数 。 由 于 

f (0) =/00) =0, f*,(0) =/'(0) -am = -am «0 


123 


@ 高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问 是 


且 
hlp) = р) -arp 20, 
Ж (s) 在 (0, р) 内 的 某 个 点 % 处 取得 最 小 值 , Н. (5) = 0。 由 
Tf' (s) 的 单调 增加 性 质 , Xs = s, fI) mf Is) =0 成 
立 。 从 而 当 s > s 时 , Als) 是 单 增 函 数 。 特 别 的 , f(s) 在 
[p, + =) 上 单 增 , B. 
f(s) 2 (р) 20, 
因而 
Ks) -ars > 0 
X} Vs >p RX. 


h(s) = гг? = ams), 
йй, >н, ka) > 0, AEEA 

z(0) =p »0,2(0) 2750 
以 及 (8.3.7) 式 ,利用 引 理 8.3.2, A: 201) 在 其 定义 域内 2(1) > 
0, 并 且 

(O а 2. 2 2 + 
‘< [+a 04 ота] "as 
因此 ,在 有 限时 刻 T, < T, (0) 产生 奇 性 , 其 中 
sid x 21? ^g) 
r= [| tige [a - S) «5 jJ t 
由 于 p(t) > 0, 从 而 
a(o) < | 


w 
Ew gg toan | en n 


定理 证 毕 。 
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第 一 节 引言 


本 章 研究 如 下 广义 Ginzburg - Landau 模型 方程 
u, = – Qs tau, + Ё(и)„ + G(u) + f(x, t), 
0«x«1,te R, (9.1.1) 


具有 边界 条 件 
и(0, г) =u(1,t) =u„(0,t) 2u,(1,1) =0,teR 
(9.1.2) 
和 时 间 周 期 条 件 


u(x, t+w) = и(х,1), 0 €x «l,teR (9.1.3) 
的 周期 问题 . 其 中 a，> 0, a, > 0 以 及 w > 0 都 是 物理 常数 ， 
u(x, t) 是 未 知 函数 , 它 是 变量 x e RH e К, и(х, 1) R 
示人 口 密度 , F(s) 和 G(s) 是 已 知 的 非 线性 函数 , 其 中 G( s) 表示 
动力 项 或 者 反应 项 , f(x, 1) 是 给 定 的 人 口 扰动 函数 , Kx, 0) 关于 
t 以 w > 0 为 周期 。 

方程 (9.1.1) 中 , Ж f(x, 0) = 0, 则 (9.1.1) 是 方程 

u,--a,V'u*a,V'u*aV^w + С(и) (9.1.4) 
的 一 维 情形 时 的 广义 形式 . 方程 (9. 1. 4) Cohen 和 Murray 于 
1981 年 研究 人 口 问 题 中 的 增长 和 弥散 时 提出 的 中 ,其 中 ,，V = 


Gi s ns 20.) 表示 梯度 算 子 。 


дх,” дж,” 
根据 Fick 定律 , 维持 一 种 状态 ,内 部 能 量 是 不 可 或 缺 的 , 由 
于 许多 领域 中 普遍 存在 的 稳定 的 不 均匀 状态 , 因而 保持 这 种 状态 
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必然 存在 着 必需 的 梯度 能 量 . 这 样 ,体积 V 内 的 总 能 量 (能 量 泛 
函 ) 为 


F[n] = f La) + TRO jd (9.1.5) 


其 中 n(x, 1) 表示 某 弥 散 物种 的 密度 , g(n) 表示 均匀 状态 时 了 的 
能 量 密度 , 其余 的 项 表示 梯度 能 量 密度 ,这 种 梯度 能 量 在 非 均匀 
状态 时 是 相当 大 的 ，(9. 1.5) 是 保持 各 种 各 样 的 物理 的 与 几何 的 
数量 所 必需 的 被 积 函 数 的 精确 形式 "0 。 由 能 量 泛 函 (9.1.5) 导 出 
的 位 势 由 下 式 给 出 : 


ш 7 ип, Vn) = Ра 


= – Ку? + g'(n), 


其 中 sr 表示 变 分 微 商 , 因而 与 位 势 成 比例 的 通 量 J 为 


=-DVpu(n, Vn) =- DV( - kVn + g'(n)), 
didi ASI 因此 


а. =- divJ =- kDV*n + div(Df"(n) Vn). (9.1.6) 


注意 到 关于 f(n) 的 基本 的 Landau — Ginzburg 假定 
g(n) = т^” + тв", 
(9.1.6) 式 成 为 
S = - реу“ + DAV?n + DBVn E (9.1.7) 


引入 动力 项 或 反应 项 , 由 (9.1.7) 式 得 
s = - DkV*n + DAV?n + DBV2n + G(n), 
这 便 是 模型 方程 (9. 1.4)。 
最 后 , 如 果 考 虑 到 “一 个 国家 内 部 ,由 于 不 同 地 区 或 省 市 的 
人 口 分 布 的 不 平衡 性 ,人口 迁 移 政策 依然 可 能 是 调整 人 口 状态 的 


可 行 措施 , 因而 预报 不 同 地 区 的 人 口 发 散 趋 势 时 ， 人 口 迁 移 函 数 
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依然 是 必须 考虑 的 重要 因素 ,必须 预计 到 人 口 迁 移 函 数 对 人 口 发 

展 方程 解 的 影响 ,引入 人 口 迁 移 函 数 /(x, t), 人口 增长 与 弥 

散 的 模型 方程 (9.1.4) 具 有 形式 

w=-aViu +a,V'u +aV'u + G(u) +/(x, 1), 
(9.1.8) 

本 文 讨论 的 模型 方程 (9. 1. 1) 是 (9.1. 8) 的 一 维 情形 的 一 种 更 广 

泛 的 形式 。 

对 于 模型 方程 (9.1.4) 的 研究 , 已 经 有 了 不 少 结果 。 文 献 [3] 
研究 了 一 维 方程 (9.1.4) 的 周期 边 值 问题 。 先 将 该 周期 问题 转化 
为 一 个 等 价 的 Volterra 型 积分 方程 , 应 用 不 动 点 定理 , 证 明了 积 
分 方程 存在 唯一 的 整体 古典 解 。 文 献 [4, 5] 对 于 一 维 方程 
(9.1.4) 及 其 广义 形式 , 证 明了 初 边 值 问题 整体 广义 解 和 整体 古 
典 解 的 存在 性 、 唯 一 性 及 渐 近 性 质 。 文 献 [6] 和 [7] 分 别 证 明了 方 
程 (9.1.4) 的 三 维 情形 的 Cauchy 问题 及 初 边 值 问题 , 整体 解 的 存 
在 性 \ 唯 一 性 及 渐 近 性 , 同时 文献 [7] 又 给 出 了 解 爆破 的 充分 条 
件 。 然 而 对 于 模型 方程 (9. 1. 1) 的 周期 问题 , 却 没 有 研究 结果 。 
本 文 用 Galerkin 方法 证 明 时间 周 期 问题 (9. 1. 1) - (9. 1.3) 解 的 
存在 性 与 唯一 性 。 

本 章 中 使 用 如 下 的 记号 : 设 下 是 Banach 空间 , CL(R;X) 表示 
定义 在 尺 上 具有 直到 上 阶 连 续 导 数 的 以 o 为 周期 且 取 值 于 天 的 函 
数 构成 的 集合 , 其 范 数 为 

lull c = sup t à || Diu || x} 


IRD, = +, |: |+ Е 


ЖШ СЕ;Х) (1 <p < e) 表示 定义 在 R 上 以 w 为 周期 取 值 于 
X MF BY E 


lulaaa = C, Iulii)? <= (pce), 
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lull „(Ё;Х) = ess sup llulr <% — (p « 9?) 
的 可 测 函 数 集 。 
号 '"(R;X) 表示 关于 上 的 直到 大 阶 的 偏 导数 都 属于 La (RX) 
的 函数 集合 . HO, 1) 和 码 (0, 1) 是 通常 的 Sobolev 空间 ; 
C,- 表示 1200, 1) 中 的 内 积 . 为 简单 起 见 , 用 |:1,2 NN 
分 别 表示 L (0, 1) 和 H7(0, 1) 中 的 范 数 , 特别 地 ，| | 表示 
[E ES 
本 章 安排 如 下 :在 第 二 节 中 , 对 问题 (9.1.1) - (9.1.3) #07 
似 解 进行 积分 估计 ;在 第 三 节 中 , 证 明 问 题 (9.1.1) - (9.1.3) 的 
解 的 存在 性 与 唯一 性 。 


第 二 节 ”问题 (9.1.1) - (9.1.3) 的 近似 解 的 积分 估计 


Hiyla) (0 = 1, 2,…) 是 特征 值 问题 
y'+Ày = 0, у(0) = у(1) =0, (9.2.1) 
相应 于 特征 值 A(j = 1, 2, …) 的 特征 函数 构成 的 到 (0, 1) 中 的 
一 标准 正 交 基 。 
设 u(x, t) = $ ason) 是 问题 (9.1.1) - (9.1.3) f 
Galerkin 近似 解 ， 其 中 ayt) G 71,2, ^us 是 待定 系数 , N 是 


正 整数 。 根 据 Galerkin 方法 , ay (1) G = 1, 2, =, N) 应 该 满足 如 
下 常 微 分 方程 组 的 时 间 周期 问题 。 
(uy, + ашы – asus, — Ё(и,)„ 7 GCuy) , у) = (f, 7), 
(9.2.2) 
(uyla, t9), у) = Qu( 0), x). 21,2, 5, № 
(9.2.3) 


为 了 使 用 Leray — Schauder 不 动 点 定理 证 明 问题 (9. 2. 2) , 
(9.2.3) f ay (0) G = 1,2, =, N) 的 存在 性 , 考虑 如 下 带 参数 9 
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的 常 微分 方程 组 的 时 间 周 期 问题 。 
(им + ашы — Quy, уу) = 0(F(us)., + С(и„) +f, y). 
(9.2.4) 
(и„(х, +в), уу) = (и„(х, t), y), 
ј= 1,2, :-, N. 0€ 6 < 1. (9.2.5) 
首先 证 明 下 述 引 理 : 

引 理 9.2.1 假定 下 面 的 条 件 满足 

(1)F(s) e C(R) ,并且 存 在 常数 b 宇 0 使 得 对 Vs e R, 有 
F'(s) >-— b. 

(2)G(s) e C'(R), G(0) = 0, 并 且 存 在 常数 d > 0, b+d < 
а, 使 得 对 Vs e R, 有 G'(s) «d. 

(3)/ e C.(R42(0, 1)), i M, = sup [f]. 则 问题 
(9.2.4), (9. 2. 5) 存在 解 a(t) = (am(t)，am(t)，…， 
ам(()) еС.(0, o], IEP CLO, v] = 1700) |rt +w) = r(0, 
Yt e RHr(t) e С'[0, o]| ,并且 问题 (9.1.1) - (9.1.3) 的 近 
似 解 uy(x, 1) 满足 估计 式 

зир. luy ||? < Смт, (9.2.6) 
这 里 C, > 0 是 与 V 和 М, 都 无 关 的 常数 . 
证 明 (9.2.4) 式 两 端 同 乘 以 ay (0) , 并 对 j = 1, 2,…, NRA, 
利用 Holder 不 等 式 及 Poincaré 不 等 式 , 有 


ld 
Fl +a, [шы |? + a | ux, | 


i i ' 
==, [a yuk dx + ө f, G' Cou) uid * ө f Алах 


< (b +d) J uw N? + NAN Ds (9.2.7) 
其 中 0 «5 < 1. 利用 Cauchy 不 等 式 , 由 (9.2.7) 可 得 到 
" 
din V + 2a, [wa N? + Caa =b = d) un |! < L5 


(9.2.8) 
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对 (9.2.8) 式 两 端 在 [0, о] 上 积分 ， p^ 
fi us, || as s (9.2.9) 
利用 积分 中 值 定理 , 由 (9.2.9) 式 知 : 35 e (0, o), 使 得 


2 M 
lu. C D I? Scan (9.2.10) 


对 (9.2.8) 式 两 端 再 在 [n ,上 + o] (Vt e [0, о]) 积分 , 使 
用 (9.2.10) 式 和 Poincaré 不 等 式 , 得 
2oMi 
up Пас D 12 < DuC А) 1 +2 2-а 


ë= 28. дубе 20-4 dw = сьм, (9.2.11) 
这 里 C, > 00—15 NA М, 都 无 关 的 常数 。 

接 下 来 , 我 们 利用 Leray - Schauder 不 动 点 定理 证 明 问题 
(9.2.2) (9.2.3) 的 解 的 存在 性 。 

取 基 本 空间 B = C.[0, o] = |r(D) | Vr e R, r(t +w) = 
r(t), r(t) e CLO, w]}。 考 虑 带 参数 0(0 < 9 < 1) 的 线性 方程 组 
的 周期 问题 

(им + аиа — ашы, у) = O(F(oy) s + Gy) +f, уу), 

(9.2.12) 

(uy(x, +в), у) = (unl, 0), 7) j 21,2, 7 №, 

(9.2.13) 


JEn vyla, t) = 2 eO (2). 

(iD 容易 证 明 , 对 VAU) = (B (007. є В, 问题 (9.2.12)， 
(9.2.13) 存 在 唯一 解 a(t) , ЖЕН (1) е Co[0, w]。 事 实 上 , 只 
须 考虑 周期 问题 

@'(t) *ue(t) = һ(ї), (9.2.14) 
e(t +w) = @(t), (9.2.15) 
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其 中 p(t) 是 未 知 函数 , h(t) 是 已 知 的 关于 1 以 w 为 周期 的 连续 函 
Жон > 0 是 常数 。 利 用 常数 变易 法 知道 , 问题 (9. 2. 14)， 
(9.2.15) 有 唯一 的 解 


Фа) = = 


2-1 
因而 , 问题 (9.2.12) , (9.2.13) 有 唯一 解 a(1) : 
а) = A | hoea, j m s N; 


f "h(r)e"dr. 


其 中 pj = аА} +а,А,, h(t) = (FS), + GG) +f, у) = 1, 
2, =, N). 这 样 , 便 定义 了 一 个 从 B(t) e 8 到 问题 (9.2. 12)， 
(9.2.13) 的 唯一 解 的 映射 Ly 
(ii 对 任意 给 定 的 9 e [0, 1], 映射 L,:B 一 8 是 连续 的 .事实 
上 ,对 VB, Be В.а = LB, а = LB, В = B-B,a -a-a, 
N N 
u (xz, t) = ZB (OG s (z, t) = 2B CO) fv: = 
5, -ày, Ra Cr) 满足 | 
a'y(1) + (аА + а,А,)а(1) 
= 0(F(us)., — F(vy),) + (оу) - С(®„), у), (9.2.16) 
ay(t +w) = ay(0,j 21,2, =, N, (9.2.17) 
这 里 А, 是 特征 值 问题 (9.2.1) 的 特征 值 ，“'” 表 示 导 数 。 
(9.2.16) 两 端 同 乘 以 ay (0) , 并 对 j = 1, 2, …, NRA, 得 
d 


1 
2 ar len l? + a, || us |? + as || ux |? 


— G(F "(vy + буор) ооу, uy) — ӨСЕ"(оу)ом,, uy) 
+ OCC (op Boy) vy, uy) < C, || on | м || uw || 


с 
= а 1 +225 Пе П? + los 12), (9.2.18) 
其 中 0 «53,8 <1, C, > 0 是 常数 。 
注意 到 
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1 
ls N? =- [ный < + Eos N? + re |° 
| он id 
rx |в, | E» 
由 (9.2.18) 式 和 (9.2.19) 式 得 
ul а 12 < CG 1813, (9.2.20) 


其 中 C, > 0 是 常数 。 
(9.2.20) 式 两 端 在 [0, o] 上 积分 , 并 利用 积分 中 值 定理 , 存在 
t, e (0, о) 使 得 


(9.2.19) 


Ë 


Ву 


2С, 


lus C8) I «TIBI (9.2.21) 
利用 Poincare 不 等 式 , 由 (9.2.21) 式 得 
lu) els (9.2.22) 


再 对 (9.2.20) 式 两 端 在 [5, t +e]( V: e [0, 1) 上 积分 , ЭЧЕ 
意 到 (9.2.22) 式 , 有 


2С, 
Фар Hu |? < A NANG +4%б, 1815. 


这 表明 
la -alls < С, |B -B1 s- (9.2.23) 
由 (9.2.23) 式 知 :对 固定 的 9, 映射 L,: B — B 是 连续 的 。 
(ii) i S c 8B 是 任 一 有 界 子 集 .对 V8eSRK&0=<0,,0,<1, 
а = Laß, = = L,B. W| e = а -K 是 下 面 周期 问题 的 解 : 
а'м(1) + (аА) + Aj)aw(t) 
= (0, - 6) CFCoy).. 
+ G(vy) +f, yy), ag(t*o) = ay(0,j 21,2, 5, N. 
(9.2.24) 
(9.2.24) 两 端 同 乘 以 ayt), 并 对 j = 1, 2, =, NRA, A 
用 Poincare 不 等 式 和 Cauchy 不 等 式 , 得 到 
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PA 
= (0, — B) Cn) GC) +f, u) 
C, 
sug ez a - f 
(9.2.25) 式 表明 
d 2 2 | W 
diim +a hun? «|a -6 |, (9.2.26) 
其 中 C, > 0 是 常数 。 
同 证 明 对 固定 的 0, 映射 LiB — B 的 连续 性 相同 ， 由 
(9.2.26) 得 


(9.2.25) 


N 2 
XO «6, [a-es (9.2.27) 
- 


其 中 C, > 0 J&55 0, 和 凡 .都 无 关 的 常数 . 由 (9.2.27) 式 知 : 对 任意 
ARTS C B, 映射 L，:8 一 B 关 于 9 是 连续 的 。 

Gv) EAR, C,[0, o] ^w B JEERU, 其 中 "表示 嵌入 关系 ， 
因而 对 每 一 个 9 e [0, 1], Rit LB — B 是 全 连续 的 。 

(У) ЯНИ, 0 = 0 时 , 问题 (9.2.12) , (9.2.13) 有 了 唯一 
Жа =0 = (0, 0, …,0)。 

Cvi) 由 估计 式 (9.2.6) 知 道 , Welt LB — B 的 所 有 可 能 的 不 
动 点 a (t) 都 满足 lalla < CM, 其 中 C, > 0 是 与 9 无 关 的 
常数 。 

根据 Leray — Schauder 不 动 点 定理 , 问题 (9.2.4) (9.2.5) 至 
少 存在 一 个 解 a є C,[0, о]. `%0 = 1 时 , (9.2.4)、(9.2.5) 的 
解 就 是 问题 (9.2.2) (9.2.3) 的 解 。 利 用 线性 常 微分 方程 组 的 理 
论 知道 , a e Cs[0, w] 。 引 理 证 毕 。 

为 了 对 近似 解 作 进一步 的 估计 ,需要 下 面 的 引 理 。 

引 理 9.2.2 假定 下 面 的 条 件 满足 

1. H(z) 关于 变量 :是 上 次 (k > 1) 连续 可 微 的 , 且 存 在 常数 
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pz159»0488|pH|«0o|:|^ epos т <p 是 整数 。 
2. z(x, t) e L')[0, e] x[0,1]) NZL:(R;H(0, 1)); Ж 
且 存在 常数 J > 0 使 得 
ess sup. EGOI FETA 
则 成 立 估计 式 
f, [niis 0) [às < KP |z |a, 0 <: <o, 


JERK > 0 和 p 0I D, = £, D, = 2, 
ШЕЯ “利用 复合 函数 求 导 法 则 , 得 
(Din, pi) < cX, f pa 


ay 


"9га 


|р, 


Diz |”. | Diz 
T ES БЫЛ 
< Cmax em. | in| y f, [n] 


| рг: f^... DA ча, 


其 中 

ау tay+ + wç = J, 

ay + 203 +++ + kaç = k, (9.2.28) 
其 中 C > 0 是 常数 。 


利用 Hader 不 等 式 , 可 得 到 
(D!H,DIH) < CQ max ess sup Bi 


&j&k 05:60064 


MO Цио, 
(9.2.29) 
2k L2 
ep p, 8. 2/3," t. 
利用 Gaglizrdo — Nirenberg 不 等 式 , 有 
l| Diz lr < Ko 1zl n k, 
其 中 K, > 0 是 插值 常数 . 因而 
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NCD) 1%, = Dsl < Kee |z | 6- |z |. 
(9.2.30) 


把 (9.2.30) 式 代 人 (9.2.29) ,可 得 
(DIA, DIH) < K,Q* max ess sup || z | 222 y [a ad e 
š (9.2.31) 

由 于 存在 常数 jo(1 < j, < k < p) 使 得 max ess sup |21277 = 
ess up |z 1279 和 存在 常数 广 (1 < j, < E) 使 得 max |: [37 = 
{г [#7 , 则 由 (9.2.31) 式 可 得 

Ji | Dinas, 0) fas < KP ра, 

其 中 p = 2(p -如 ) +20, -1) > 0 是 常数 . 引 理 证 毕 。 


引 理 9.2.3 ”假定 引 理 9.2. 1 的 条 件 和 下 述 条 件 满足 。 
1. MYMF(s) e C'(R), F(0) = Е"(0) = 0, 并 且 存 在 常数 


4 >0 和 1 SE <4 使 得 对 Vs є К, | FC) | eA | s" nior 

2. G(s) e C(R) ,并 且 存 在 常数 B > 0 和 1 < £, < 8 使 得 对 
VseR,|GG)|< z |s | 成立; 

3. f e С„(Е;Ҥ (0, 1) NH(0, 1)), f, e C,(R2(0, 1)), 
T M, = sup C А + 1 上)。 则 问题 (9.1.1) - (9.1.3) tJi 
似 解 u(x, t) 满足 估计 式 

ир Clas Cs [ж + [ш„(-,) |) < C, (M). 

(9.2.32) 

这 里 及 下 面 出 现 的 C, ( M,) 是 一 关于 M, 的 齐 次 多 项 式 。 

证 明 〈9.2.2) 式 两 端 同 乘 以 -和 aw(t) ,并 对 j = 1, 2，…， 


МКП, 通过 分 部 积分 , 并 使 用 Hoder 不 等 式 , 有 


ld 
2 alus |? +a, [иш |? + a, | usa |? 
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= (F'(uy)uw, uwa) — CG' (Buy) uy, uwa) — (f, иҗа) 


<A uy l us Hase IE +B Mw ME [и He I 
+ MAN usa » (9.2.33) 
其 中 0 <5 < 1. 


利用 Gaglizrdo — Nirenberg 不 等 式 , 并 注意 到 (9.2.6) 式 以 及 
M, < М,, 得 到 


i 4 
luy Ila < Ca I ty E Wusə l + Co uw I 


< CoM¥ | шә | + Ms, (9.2.34) 
us < Сом I uns IË + CoM,, (9.2.35) 
[upa | < СМ I uvo |? + СМ, (9.2.36) 


把 (9.2.34) - (9.2.36) fA (9.2.33) ,利用 Young 不 等 式 , 得 到 
Z qus жа [шә |? + as | usa N? < Co (M. 


(9.2.37) 
(9.2.37) 式 两 端 在 [0, o] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 , 存在 
t, e (0, o) ,使 得 


una, t) 12 < 
由 (9.2.35) 和 (9.2.38)， 知 
pus Cos t) P < Ca(M,). (9.2.39) 
再 对 (9.2.37) 式 两 端 在 Lh, t+w]( V: e [0, wl) 上 积分 ， 
则 有 


Cu(M,) 
— (9.2.38) 


вар, us |? < Cu (M). (9.2.40) 
H H[0, 1] ` C[0, 1], 由 (9.2.40) 式 得 到 
uss OD) Паво < Cs Il uy llo ССМ), V: e [0, о]. 
(9.2.41) 
(9.2.2) 式 两 端 同 乘 以 Myaw() ,并 对 7 = 1, 2, =, N RR, 
通过 分 部 积分 , 利用 Holder 不 等 式 和 引 理 9. 2. 2, 并 注意 到 
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(9.2.41) 式 ,可 以 得 到 
FE une N? +a, | use D жа, Гам ll 


= (Fu) + С(иу) +/„, usa) 
= Co CC OL) ^ | uy im | use | + M |: usa || 
(9.2.42) 
由 Gagliardo — Nirenberg 不 等 式 , 得 
ома < См} [шш |? + CaMs — (9.2.43) 
H (9.2.42) 和 (9.2.43) 式 ,利用 Young 不 等 式 , 可 以 得 到 
A | upa |? + a, [use | 22s | uws |? < Cs (M). 


(9.2.44) 
对 (9.2.44) 式 在 [0, o] 上 积分 , 并 且 利用 积分 中 值 定 理 ， 
THE t, є (0, ш), 使 得 
Пам, t4) l^ < 
Hi(9.2.43) 和 (9.2.45) 式 知道 , 如 下 估计 式 成 立 ; 
| une Co t4) I? < С„(М,). (9.2.46) 
(9.2.44) ТЕ [1,, t+w]( Vt e [0, 01) 上 积分 , 并 注 
意 到 (9.2.46), 有 
Sup, | usa | ° < Ca (M3). (9.2.47) 
H1 (9.2.6) 1(9.2.47) RA: 
зир, ley [ж < C; OM) , sup [ш | cto, < С»(М,). 
(9.2.48) 
(9.2.2) 式 两 端 同 乘 以 a^ (1) , 并 对 j= 1, 2, …, NRA, 利用 
Cauchy 不 等 式 和 引 理 9.2.2, 同时 注意 到 (9.2.41) 式 和 (9.2.48) 
式 , 可 得 


Cio (M2) (9.2.45) 
"EE E 


Sup. lus Cs 0 ‖ < C,(M,). (9.2.49) 
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(9.2.2) 式 两 端 对 上 求 导 , 得 到 
(uy, + аш, 7 азил, у) = (Fluy) + G(us), +/,, у), 
j=1,2, , № (9.2.50) 
(9.2.50) 式 两 端 同 乘 以 Ara (1) , 并 对 j = 1, 2, s, N 求 和 , Ж] 
用 分 部 积分 并 使 用 Holder 不 等 式 , 注意 到 (9.2.48) 式 , 可 以 得 到 
+ 
= (F(uy)., + С(иу), + fo, uwa) 


Е I| F(uy) иЗ, иы + 2F' (uy) ug ugs + F”(us)unusa 


ама, 12 +a, Mun П + aç | usa, |? 


+ F'(uy)uga, + G'(uy)ug + f, ча 


dx 


& |) [о 


< G0) fus | + | | + [|+ 


= С„(М,)( [им + [шы + Hussl 
MAPLE (9.2.51) 
利用 Gagliardo - Nirenberg 不 等 式 , 有 


i + 
P = C, || us IE [ш || © + Cas || um 1, 


i + 
{шы | < C; um E Musa I + Cm n ll. 


把 (9.2.52) 代 入 (9.2.51) 并 利用 Young 等 式 , 得 到 


d 
q l uwa, П? +a, | usa |? + 2a, | usa, |? < C, (M). 


(9.2.52) 


(9.2.53) 
对 (9.2.53) 式 在 [0, о] 积分 , 存在 ts е (0, о), 使 得 
lusu ts) I? < C,(M,). (9.2.54) 
利用 Poincaré 不 等 式 , 由 (9.2.54) 可 知 
| uns Cos ts) |? < С„(М,). (9.2.55) 


再 对 (9.2.53) 式 在 [ts, t + o1( Vt e [0, w]) 上 积分 , 并 利用 
(9.2.55) 式 , 可 得 到 
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SUP, lusu Cs £) I? < CS (M). (9.2.56) 
H(9.2.48) =, (9. 2. 49) RA (9. 2. 56) R, 可 以 知道 估计 式 
(9.2.32) 成 立 。 引 理 得 证 。 

引 理 9.2.4 引 理 9.3 的 条 件 以 及 下 面 的 条 件 成 立 : 

1. MYMF(s) e C (R), F® (0) =0;G(s) =C (R), G'(0) =0; 

2. f e C.(R;H'(0, 1)), (0, г) = fall, t) = 0; f, e 
C,(R;H (0,1) N H5(0, 1), (0, t) =/,.(1, 0) =0, M = 
Sup (Ifl + [Л Hos [9E Q9. 1. 1) - (9.1.3) 的 近似 解 
uy(x, t) 满足 
авир ( чле» £) [в + ПС £) Пе 

+ шке, t) [%) «С (М). (9.2.57) 

这 里 及 以 下 出 现 的 C,( M) 表示 与 М 无 关 且 关于 M 是 齐 次 的 多 
项 式 。 

证 明 〈9.2.2) 两 端 同 乘 以 Myaw(4), 然后 对 91,2, 5, N 
RA, 注意 到 M, < M 和 C (M) 是 关于 M, 的 齐 次 多 项 式 , 利用 
引 理 9.2.2, 可 以 得 到 


т I ume N? жа un | + as | use |° 
= (Fluy) + Guy) a + fa, им) 
< [C5 CC 045)? Lus | в + MED usa l. (9.2.58) 
利用 Gagliardo — Nirenberg 不 等 式 , 得 
luns | < быб lluy lt [шш t + luyl) 
< C,(M)( [шә | * +1). (9.2.59) 
利用 Young 不 等 式 , fB (9.2. 58) 和 (9.2.59) 式 可 得 


d 
л. use 1 + a, | usa || + 2а, || шә |? < Cis (M). 


(9.2.60) 
(9.2. 60) 式 两 端 在 [0,0] 上 积分 ,利用 积分 中 值 定理 , 存在 
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ts € (0,0) ,使 得 


luna Coste) |? < С„(М). (9.2.61) 
由 (9.2.59) 和 (9.2.61) 式 可 得 
lus Cost) |? < Cn (M). (9.2.62) 


再 对 (9.2.60) 式 两 端 在 [iç t +o] ( Vt e [0,0]) 上 积分 ,并 
注意 到 (9.2.62) 式 ,可 得 


Sup. lue Co.) 12 < C (M). (9.2.63) 
注意 到 (9.2.32) 以 及 下 [0,1] `x C[0,1] ,有 
озир | uv | сол < Co (M). (9.2.64) 


(9.2.50) 两 端 乘 以 - Ajo (0 ,然后 对 j = 1.2, +, NRAN, 利 
用 Gagliardo - Nirenberg 不 等 式 , 并 注意 到 (9.2.48) (9.2.64), 
可 得 
EX luys | +e Пик, a usa 1? 
2 dt 
= (F(uy)us + С(иу) ә + fa, шыл) 
< ССМ) и, [| в + Num lm +1) usa l. 
(9.2.65) 
利用 Galliardo — Nirenberg 不 等 式 , 并 使 用 (9.2.32) 式 , 知道 
luwas | < Ca( Num ала NË + о ll) 
< Ca(M) I| una I? +1). (9.2.66) 
jt (9.2. 66) А. (9.2.65) , 并 注意 到 (9.2.63) 式 , 使 用 Young 
不 等 式 , 得 到 


Elum? +a, [шь 12 < CalM). (9.2.67) 
X (9.2.67) CBE [0, о] 上 积分 , 存在 4 є (0, w) 使 得 


fuss Cr 5) 12 < Ca (M). (9.2.68) 
利用 (9.2.66) 式 和 (9.2.68) 式 可 得 
Пока t1) 12 < Cas (M). (9.2.69) 
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再 对 (9.2.67) 式 两 端 在 [5， £+ w]( Vt e [0, w]), 并 注意 到 
(9.2.69) 式 , 有 

np. Пана, t) |? < ССМ). (9.2.70) 
(9.2.50) 两 端 同 乘 以 - Aja" (D) ,并 对 j = 1,2, =, NRA, 利 
用 Cauchy 不 等 式 , (9.2.32) 及 (9.2.70) 式 , 有 估计 式 


авир | чаа". O) |? ССМ). (9.2.71) 
利用 Sobolev - Poincare 不 等 式 , 由 (9.2.71) 式 知 
ир, | uma | < Ca (M). (9.2.72) 
Hi (9.2.32) ,(9.2.63) , (9.2.70) 和 (9.2.72) 式 知道 (9.2. 57) 式 
成 立 。 引 理 得 证 。 


第 三 节 ”问题 (9.1.1) - (9.1.3) 解 的 存在 性 与 唯一 性 


定理 9.3.1 假设 引 理 9.2.3 的 条 件 成 立 , 则 问题 (9.1.1) - 
(9.1.3) 存 在 广义 的 时 间 周 期 解 (x, 1) 且 满 足 
u(x, t) e L(R;H'[0, 1]), u(x, t) e (SH, 1)) 
(9.3.1) 
和 
ИКС +аша - аны - F(u) - б(и) - f }Фйхй = 0, 
УФ e 12 (К;12(0, 1)). (9.3.2) 
特别 地 ， 当 M, 充分 小 时 ， 上 述 广义 解 是 唯一 的 。 
WEB] 在 定理 的 条 件 下 ，(9.2.32) 式 成 立 。 利 用 Sobolev fit 
人 定理 和 (9.2.32) 式 知道 , 下 面 的 估计 式 成 立 
«зыр Cl us Cr, t) Пос, + По 0) loto i) < С„(М,). 
(9.3.3) 
由 (9.3.3) 式 和 Ascoli — Arzela 定理 知 , 存在 着 函数 u(x, г) 和 
fun(x, 0) | 的 子 序列 (还 记 作 ) иа, 0] WIESEN — oo 时 ， 
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luys(x, t)) Gi = 0, 1) YE [0, о] x [0, 1] 上 一 致 地 收敛 到 
ибх, 0) (i = 0, 1)。 由 (9.2.32) 式 知 , 34 N — œ 时 , 子 序列 
{шы(х, t) GG = 1, 2, 3, 4) 和 lug (x, 01 (i = 0, 1, 2) 在 
12 (R,I (0, 1)) 中 分 别 弱 收 伍 于 ws(*, t) (i = 1,2, 3, 4) 和 
ug (x, t) (à = 0, 1, 2)。 由 (9.2.32) 式 知 ， 

{ Пау П асно 0) < CO 


Ilum | ano, < ССМ). 


(9.3.4) 


并 且 
H'(0, 1)`м (о, D) N (0, 1), 
显然 , ШЛА, 记 
W = [u|u eR, 1), u, е BRP(O, 1)) |. 

由 Aubin 2| 38/8, WN (R; E (0, 1) ) 是 紧 的 。 利 用 定理 的 假定 
条 件 和 (9. 3. 4) 知道 ,存在 (uyl, 01 的 子 序列 (还 记 作 ) 
luz(x,t)|, Ж Е?Ң N— оо BF, (uyla, 0) | TELZ(RSIP Q0, 1)) 中 
收敛 。 

根据 上 述 的 子 序列 的 收敛 性 , | Е(и„) „| YE LL(RSD (0, 1)) 
中 弱 收敛 到 Ри), 事实 上 , 对 任意 的 w е 12 (8;12(0, 1), 有 


роси). = Fu) ms w) a: | 


< f, J{ me) - Fa) |, + | FG0 [us а, [uw жи, 


+ | FQ) = F(u) || ux. 


T ГА6) | "TT Di w | dxdt 


< fi [A| к воа) || u - | 
+ |" (и) || uy, -u ) 


+ и, 


Que ] |n. 


+ еби + Oa(u — uy) ) | 


MCN 
+ еи) [ua о. |} | аа, (9.3.5) 
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其 中 0 <O, 6, «1, 
注意 到 (9.3.3) 式 以 及 u, u, e C([0, w] x [0, 1]), 由 
(9.3.5) 可 知 


|, f FG). - F(u) „)wdxdt | 


= CO) |, f {fuvu | +|ш-и, | + | cn [T] | n 
= Co(M,)( lluy =u || о, opto, + ls = u, Пасо, оо, о) 
+ [шыш — u, I озсо, oco 13) | | co, wy xto, 3+ 
(9.3.6) 
由 (9.3.6) 式 知 , 存在 子 序列 [uy (x, г) WEM N — o 时 ， 
(шу) | TE 108120, 1)) НЗ АР Еи). 因而 , 问题 
(9.1.1) -(9.1.3) 存 在 广义 的 周期 解 (x, t) 并 且 u(x, t) 满足 
(9.3.1) 和 (9.3.2)。 
由 (9.2.32) 式 知道 
lull ccro, ахо, < Ca (M,), I us || ccro, wixto < Csi (M,). 
(9.3.7) 
下 面 证 明 解 的 唯一 性 。 假 设 w(x, 0) 和 v(x, г) 是 问题 
(9.1.1) -(9.1.3) 的 两 个 广 解 。 
置 


w(x,t) = u(x,t) -v(x,t), 
则 w(x,t) 满足 时 间 周 期 问题 
W, + суша — ауш„ = F(u), – F(v), + С(и) - G(v), 


О <x*x<1,te R, (9.3.8) 
w(0,t) = w(1,t) =0,u,(0,t) = w„(1,t) =0,t e R, 
(9.3.9) 
w(x,t) = w(x,t +w),0 < x <s 1,t e R. (9.3.10) 
(9.3.8) 式 两 端 同 乘 以 2w 并 在 区 间 (0,1) 上 关于 变量 > 积 
分 ,通过 利用 积分 中 值 定 理 ,得 到 
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d 
PALA pw. |? + 2а, || w, |° 


' 
= 2[ { — F'(v + 0 (u — v)ww, + G(v + 0,(u — v) )u? | dx 


+| clo+ вбив) |а е, 
(9.3.11) 


Wy 


<2[ {| oratu) || | 


其 中 0 <0,, 0, < 1, 
注意 到 (9.3.7) 式 和 关于 Fls) 与 6(s) 的 假定 , 利用 Cauchy 
不 等 式 , 由 (9.3.11) 式 可 得 


2 |w | * 2o, Па, |? < Co OR) Пе, 1, (9.3.12) 


其 中 C, CM) 是 关于 M, 的 齐 次 多 项 式 。 取 М, 充分 小 时 ,使 得 了 
= 2а, - Co (M,) > 0, 利用 Poincare 等 式 , 由 (9.3.12) 式 可 得 


d 
FILI SALA (9.3.13) 


(9.3.13) 表 明 对 Vt > 0, 有 
асе 0 MP < wl, 0) 12е. 
对 V: e R, 都 存在 自然 数 NV 使 得 :+ Now > 0, EEA ula, 0) 关 
于 + 的 周期 性 , 可 得 
Посе t) 12 = Пос, t+ No) |° 
< |[w(*,0)|]?^e^*, VN > N, 
这 表明 
lwl, t) || =0, t e R. 
定理 得 证 。 
定理 9.3.2 在 引 理 9.2.4 的 假定 条 件 下 , 问题 (9.3.1) - 
(9.1.3) 存 在 古典 解 u(x, t) 。 并 且 , 如 果 M 充分 小 , 则 古典 解 是 
唯一 的 。 
证 明 由 引 理 9.2. 4 知道 ，(9.2. 57) 式 成 立 。 利 用 Sobolev 
嵌入 定理 , 有 
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вир (uma, 0) [дш + оС, £) [ш 
+ шые, t) о) < C, (M). (9.3.14) 
利用 Ascoli - Arzela 定理 。 由 (9.3.14) 知 道 , 存在 [иу (х, 1) | 


的 一 个 子 序列 (还 记 为 du (х, 10) |) 以 及 函数 u(x, г) 满足 当 
Мо 时 ,序列 [usa (х, t) E = 0, 1,2, 3, 4) Ж (им (х, 0] 
分 别 在 [0, o] x [0, 1] 上 一 致 地 收敛 到 и (х, 1) (i = 0, 1,2, 
3,4) 和 u (x, 4)。 因 此 问题 (9. 3. 1) - (9. 1.3) 存 在 古典 解 


u(x 


DE 


定理 9.3.1 中 广义 解 的 唯一 性 知 , 问题 (9.3.1) - (9.1.3) f 


古典 解 是 唯一 的 。 定 理 证 毕 。 
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第 十 章 ” 人 口 问题 中 的 一 类 二 维 Ginzburg- 
Landau 模型 方程 时 间 周 期 解 


第 一 节 引言 


本 章 研究 如 下 广义 Ginzburg - Landau 模型 方程 
u, =-a V'u*a,V'u*aV^w + С(и), (10.1.1) 
的 周期 问题 , 方程 (10.1.1) 是 Cohen 和 Murray F 1981 年 研究 人 
口 问题 中 的 增长 和 弥散 时 提出 的 上 ,其 中 m > 0, a, > 0 以 及 w > 
0 都 是 物理 常数 , wx(*，:) 是 未 知 函数 ， 它 是 变量 x = (ar, m, 


x) е R'A e R 的 函数 , u(x,!) 表示 人 口 密度 , V = C, 


o E =? 表示 梯度 算 子 , G(s) 是 已 知 的 非 线性 函数 ， 其 中 
G(s) 表示 动力 项 或 者 反应 项 。 
如 果 考 虑 到 “一 个 国家 内 部 ,由 于 不 同 地 区 或 省 市 的 人 口 分 
布 的 不 平衡 性 , 人口 迁移 政策 依然 可 能 是 调整 人 口 状态 的 可 行 措 
Ж, 因而 预报 不 同 地 区 的 人 口 发 散 趋 势 时 ， 人口 迁移 函数 依然 是 
必须 考虑 的 重要 因素 ,必须 预计 到 人 口 迁 移 函 数 对 人 口 发 展 方程 
解 的 影响 "1 。 如 果 考虑 人 口 扰动 丽 数 /(x, 1) 对 人 口 的 影响 ,人 
口 增长 与 弥散 的 模型 方程 (10.1.1) 具 有 形式 
w=-aViutaViu +ау?и + G(u) *f(x, t), 
(10.1.2) 
对 于 模型 方程 (10. 1. 1) 的 研究 , 已 经 有 了 不 少 结果 , 文献 
[3 -5] 研 究 了 一 维 方程 (10.1. 1) 一 维 情形 的 Cauchy 问题 和 初 边 
值 问题 , 得 到 了 问题 的 整体 广义 解 和 整体 古典 解 的 存在 性 、 唯 一 
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FE; 文献 [6, 7] 分 别 证 明了 方程 (10. 1. 1) 的 三 维 情形 的 Cauchy 
问题 及 初 边 值 问题 , 整体 解 的 存在 性 、 唯 一 性 及 渐 近 性 , 同时 文 
献 [7] 又 给 出 了 解 爆破 的 充分 条 件 。 
本 章 讨论 方程 (10.1.1) 具 有 边界 条 件 
u(x, t) = V'u(z,t) =0, x e óQ, t e R (10.1.3) 
和 时 间 周 期 条 件 
u(x, t+w) =u(x,t),xeN,teR (10.1.4) 
的 周期 间 题 , Дн О c R^ 是 具有 光滑 边界 aQ 的 有 界 区 域 ， 
不 失 一 般 性 ,后面 的 讨论 中 , 我们 总 是 假定 | 2 | < 1;w > 0 是 党 
Ж, 函数 /(x, 1) 关于 4 以 w 为 周期 。 
本 章 中 使 用 如 下 的 记号 : 设 邢 是 Banach 空间 , CL(R;X) 表示 
定义 在 RR 上 具有 直到 上 阶 连续 导数 的 以 o 为 周期 且 取 值 于 的 函 
数 构成 的 集合 ,其 范 数 为 


р 
lull аю = „вир | 2 lI Diu ad, 


Jib D, = c, |+ |, 表示 无 中 的 范 数 。 

HL LL(R;X)(1 < p < e ) 表示 定义 在 R 上 以 w 为 周期 取 值 的 
并 且 满足 

Каак = (14907 <= (pec), 

Па. (RX) = ess sup ulr «9 (p= =) 
f TI GG 

WEI (RX) 表示 关于 + 的 直到 上 阶 的 偏 导数 都 属于 以 (R;X) 
的 函数 集合 Н” CO) 和 HC) 是 通常 的 Sobolev i; (C, +) 表 
RECO 中 的 内 积 .为 简单 起 见 ， 用 ‖ |, B |: | 分 别 表示 
(0) ft H" CO) 中 的 范 数 ,特别 地 ，| .| 表示 I l, 
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第 二 节 ”积分 估计 和 问题 (10.1.2) – (10.1.4) 
的 近似 解 的 存在 性 


Biya) G = 1, 2,…) 是 特征 值 问题 
V'y € Ay 20, yl, -0, 


相应 于 特征 值 VC = 1, 2, …) 的 特征 函数 构成 的 LC) 中 的 一 
标准 正 交 基 。 


设 un(x,!) = 00009 是 问题 (10.1.2) – (10.1.4) 


的 Galerkin 近似 解 , 其 中 a (1) G = 1, 2, …，N) 是 待定 系数 ,NN 
是 正 整数 . 根据 Galerkin 方法 , ay (t) G = 1, 2,…, N) 应 该 满足 


如 下 常 微分 方程 组 的 时 间 周 期 问题 
(им + a, V'uy - a, V'uy - aV'u, - б(и„), yj) = (f, 5), 
(10.2.1) 
(uy(x, t +w), у) = (имж, t), x) j 91,2, 5, № 
(10.2.2) 


为 了 使 用 Leray - Schauder 不 动 点 定理 证 明 问 题 (10.2. 1) , 
(10.2.2) а (t) G = 1, 2, =, N) 的 存在 性 , 考虑 如 下 带 参 数 
6 的 常 微分 方程 组 的 时 间 周 期 问题 

(uw +a, V'uy - a, V'uy, yj) = &(aV^uy + G(us)f, y). 

(10.2.3) 

(uy(x, +в), x) = Quy(x, t), у), 

j21,2,--, N, 00 «1. (10.2.4) 
为 此 , 首先 给 出 如 下 引 理 : 

3/38 10.2.1( Sobolev – Poincaré 不 等 式 ) BEN C. R 是 具有 
光滑 边界 ао 的 有 界 区 域 , 则 存在 着 常数 C. 使 得 lul < 
C. | Vul 对 所 有 zu e H;( OQ) 都 成 立 。 
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引 理 10.2.2 假定 下 面 的 条 件 满足 

(1) G(s) e C'(R), G(0) = 0, 并 且 存 在 常数 у 使 得 对 Vs 
e R, # C'(s) < y, ЕҢ yG, < a. 

(2)/ e CRB(0)), 记 M, = sup 7l。 则 问题 
(10.2.3), (10. 2. 4) FE alt) = (ам (1), ag), +, 
amw(D)) e CL, о], Xr CLO, w] = r(t) |rt +w) = (0), 
Vt e RB r(i) e С'[0, »]] , 并且 问 题 (10.1.2) – (10.1.4) fj 
近似 解 un(x, t) 满足 估计 式 

up | иь |? < Сом, (10.2.5) 
这 里 C, > 0 是 与 Y 和 Mi, 都 无 关 的 常数 。 


a, 


证 明 只 需 证 明 0 < y < ë 的 情形 就 可 以 了 , 因为 容易 知道 


结论 对 y < 0 是 成 立 的 。 
(10.2.3) 式 两 端 同 乘 以 o (1) , 并 对 j = 1, 2,…, NRA, 
利用 Holder 不 等 式 及 和 引 理 10.2.1, 有 


ld 
2 qi ln | +a, || Уи |? + a, | Vuy |? 


' i 
=- 0, | 3ausC Vuy)?de + ө | сви) + ө | funda 
n 0 0 


«ус | Vuy 1? «CM MALE Vul, — (10.2.6) 
其 中 0 < 8 < 1. 注意 到 yC < a, 利用 Young RER, 由 
(10.2.6) 可 得 到 
2 2 
i VF баа ус.) | Vuy 1? e ea 
(10.2.7) 
对 (10.2.7) 式 两 端 在 [0, o] 上 积分 , 得 


[a ўа, 129 « Се 
3 


o ill 


150 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 
第 十 章 ， 人 口 问题 中 的 一 类 二 维 Ginzburg - Landau 模型 方程 时 间 周 期 解 


利用 积分 中 值 定理 , 由 (10.2.8) 式 知 : 3h є (0, o), 使 得 


I VuyC* t) I^ < «у (10.2.9) 
а 3 
利用 引 理 10.2.1, 由 (10.2:9) 式 可 以 得 到 
C.M: 
Понс 62 I? V (10.2.10) 


(10.2.7) 两 端 再 在 [4, t + w]( Yt e [0, о]) TRAY, 使 用 
(10.2.10) 式 和 Poincaré 不 等 式 , 得 


20°, Mi 
PE < Mi, 


up us C ON? Пане, t) N? + 


2oC, ©, 
这 里 Co = (ау)? y Gs 
无 关 的 常数 。 引 理 得 证 。 
利用 和 文献 [8] 中 相同 的 标准 的 方法 , 利用 Leray — Schauder 
不 动 点 定理 可 以 证 明 问 题 (10.2.3) ，(10.2.4) 至 少 存在 一 个 解 
a(t) = (ам (0), m(t), +, eg (t)) € Co[0,w]， 
根据 线性 常 微分 方程 的 理论 , 知道 

alt) = (am(t), am(t), =, am(t)) e C.'[0, v]. 

5|3810.2.3 假定 引 理 10.2.2 的 条 件 和 下 述 条 件 满足 。 

1. G(s) e C(R) , 并 且 存在 常数 4 > 0 和 1 <&<4 使 得 对 
VseR, "аз; 

2. Ге C(R; P (Q) N H(0)), f, e C, (R5 Н(0)) „і М, = 
ир, Са + н) о E M, 充分 小 则 问题 (10.1.2) - 
(10.1.4) 的 近似 解 uyla, t) 满足 估计 式 

ир Cus Cs ) |» + ае 0 I < CG (M). 
(10.2.11) 
这 里 及 下 面 出 现 的 C,(M,) 是 一 与 N 无 关 的 关于 M, 的 齐 次 多 项 
式 , JHH Jim C,(M,) = C;(0) = 0, 


+a, - yC, ) 是 一 个 与 6, N Fo M, 都 
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证 明 〈10.2.1) 式 两 端 同 乘 以 Ayaw(t), 并 对 j 91,2, 
NRA, 通过 分 部 积分 , 并 使 用 Hader RER, 有 


EA 
= (aV*u} + V2G(uy) + V2f, V5uy) 
= 3a(12( Vuy)’ V’uy + 6uy( Vu)? 
+ Buy Vuy Vuy + uy V uy 
+ G'(uy) (Уик)? + G'(uy) Viuy + V'f, V*uy) 
< 3a(12 || Vuy А | V^uy | +6 uy. | V?uy |2 
+8 || uy l| a I Vey lla ll V'uy + Rust КАЛ 
+A || ш, IE? I Vuy li +A Nuy | 1 V*u, | 
+ | VID || уи, || (10.2.12) 
利用 Gaglizrdo — Nirenberg 不 等 式 , 并 注意 到 (10.2.5), 可 以 得 到 
Уш. < СМЕ Vus M) (10.2.13) 
Vu, | < С,(М} | уи, 15 + M.) (10.2.14) 
Пак < CURE | V‘uy | © + M.) (10.2.15) 
Vul, < б,(МЁ | Vu |È +M) — (10.2.16) 
|| V'uy | < CORE | уи, |? + M.) (10.2.17) 
Vu, | < C,(M || Vus |? + M.) (10.2.18) 
| Vu, |, < ССМ | Vu * & Mj) — (10.2.19) 
把 (10.2.13) - (10.2. 19) А (10.2. 12) , 利用 Young 不 等 式 ， 
得 到 


1 d 
> al V*uy |? + a, || V*uy |? + a; | V°uy || 2 


< Col Mi || V*uy |? + MË || V°us | + M? | уи, |? 
+ MẸ || Vu | + M | Vu, | + MẸ | V°uy |? 
+M | Voy | + M? | Vus |? + MF | Yus |) 
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+ GOES || уш, © + MEI Vu | $"! 
жиг руа, ү + MEE pta e 
+ MEY | Vuy |? + MP | Vus | + M, | Vu |), 
(10.2.20) 
XT £, 分 别 考虑 如 下 两 种 情况 : 
G) 1 <£ «4, I M, 充分 小 , СЪМ < ai。 注 意 到 1 < 
15， 由 (10.2.20) 可 以 得 到 
1-4 Ytuy |? +a | Vuy ||? +a | V uy ll? 
< CoM} ( | Vuy |È + | vfus |? + p Vuy |° 
+ Viu | + | Vu 13 + | V°us l 
жуш? + ptu | + | Уб, |#®) 
(10.2.21) 
ДМ} = max|M), М,, MET, МЕМ, МЇ! | o ЖИЛ Young 
不 等 式 , 从 (10.2.21) 可 以 知道 


l d 1 
FV ul ++ (a, Со) | V*uy |? a; | V*uy |° 
mM” Mt Min 
< Cl 2 + 2 + 
"(а - CoM3)? (а, – CoM3) (а, – См)? 
т МУ! MP 


(а, - Съм)" * (a, - CMD * (a, - COME? 
"NIMM у + түн 
Ca, - СМ) (а, = С.М) (a, – См) 
= Ca (M,). (10.2.22) 
显然 , Co (M) 满足 下 面 的 性 质 : 
(2)34 CoM < a, Bt, C, (M,) 关于 MM 是 一 个 正 的 非 减 的 函 
数 ; 
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(b) Jim Ca(M,) = С„(0) = 0, 
id C,(M,) 表示 关于 M, 具有 上 述 性 质 (a) 和 性 质 (b) 的 常数 。 
(10.2.22) 式 两 端 在 [0, o] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 , 存在 
t, e (0, w), 使 得 


Пуё, 5) |? < 


26,1) 
" -CVME (10.2.23) 
由 (10.2.18) 和 (10.2.23), 可 以 得 到 

уине t) |? < Co (IG | Vu Cos ta) I? + М2) 
2C,(M,) 


teM = C, 
a c cag! + М! = C, (M). 


= cli 
(10.2.24) 


再 对 (10.2.22) 式 两 端 在 [5 , t ]( Vt e [0, o]) 上 积分 ， 
并 利用 (10.2.24), 可 以 得 到 
l| V*uyC*, 0 l^ < I V*uyC*, 5) ||? + 4965 (M) 
< Cu(M,) +4oC,(M,) = С,,(М,). (10.2.25) 
G) £ = 4。 在 这 种 情况 下 ，(10.2. 20) 成 为 如 下 形式 


ld 
2 acl Vu |? +a, | V*uy |? + a | Уи, | 


< GUB | Vus |? + M || V°uy |? + d уа, | 
+ MEI Vu, | ° + MP | V°uy || Ë + MÈ || уш, |? 
+ MÌ уш, | + MÈ || уш, | È + MẸ Vous |) 
+ Co (M; || У, |? + М | Vu |? + MF || уи, | $ 


+2MË | у, |? + MS Vuy | M, | Vuy |). 
(10.2.26) 
取 M, 充分 小 , 使 得 C (M3 + MP). < a,, 由 (10.2.26) 可 以 得 到 


ld 
Z ap Vu |? + [a, - CS (M  M2)] || Уи, |? + a, || Vu, | 
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6. ¿ 6 £ 
= С.М | Уи | 2 + || Vus]? 
Ë u 
+ || V°uy NE + | Véu NË + | Уш, ES + | уш |), 
(10.2.27) 


其 中 ps = р Yong 不 等 式 , 由 (10.2.27) 可 
1,0 < M, < 1. 
以 得 到 
1-4 | Yuy |? eda Сове MD] | Vuy | + а; | Vus |° 
Mi 
(——— 
< cnt ар „нр? 
* 2 5 Dr 1 
(a, - CM; – CM) (а, - СМ – СМ) 
Mi" Mr 


* (a, - CoM — CoM)” * (a, - CoM - СМ)? 
MP а 

тет m. еж ul oe (10.2.28) 
(10.2.28) 式 两 端 在 [0, о] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 , 存在 
t, є(0, w) ,使 得 
РИ 2C, (M) 
|ы, s) E e cag Gm 00229) 
H1(10.2. 18) $0(10.2.29) , 可 以 得 到 

I V*uy C t) I? < GO | Sus Cs 5) |? MD 

2C(M) k а 
"Er por +06) 
= Cy(M;). (10.2.30) 

再 对 (10.2.28) 式 两 端 在 [5, + +e]( V: е [0, 91) 上 积分 , 并 
利用 (10.2.30) ,可 以 得 到 

уе 0 I? Пус t3) |? + 4С (M2) 


< сь{м}( 
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= С„(М,) +4woC (M), (10.2.31) 
由 (10.2.25) 和 (10.2.31), 可 以 知道 , 4 1 < £ < 4 3: B M, 充分 
小 时 ,总 是 成 立 着 不 等 式 


I V*uyC*, t) |? < Ca (LS). (10.2.32) 
(10.2.5) 和 (10.2.32) 式 表明 
up, uw(… t) |н < C,(M,). (10.2.33) 


利用 Sobolev 空间 的 嵌入 定理 , 由 (10.2.33 ) 式 可 以 得 到 
up | un £) Па < Сы(М,), 
oup | Vu, t) |< < CS(M,). — (10.2.34) 
两 端 乘 以 e'w(6， 然 后 对 7 = 1, 2,…, NRA, 利用 Holder 不 等 
RA Young 不 等 式 , 并 注意 到 (10.2.33) , (10.2.34), 可 得 
ШЕ uu (7a, V'uy + a, V'uy + aV, + G(uy) +f, им) 
< (a, || V'uy || +a, | V^uy |) | us, || 
+ (6a || uy || cas || Vun || cay | Vus | 
+ За | uy | саз | V^uy IE) || ux | 
+Alluy Mem Mw | Bus 1 + MEM us D 


< Ca (M) ++ pay I. (10.2.35) 


这 表明 
Soup, lus Cra £) e < C,(M,). 
(10.2. 1) 两 端 对 :+ 求 导 , 得 到 
(um +a V'uy – a; Уи, = (aV^(ux), + G(uy), +f, им), 
j 21,2, =, N. (10.2.36) 
(10.2.36) 式 两 端 同 乘 以 - Ајаг (0 ,并 对 j = 1, 2, =, N 
求 和 , 通过 分 部 积分 , 利用 可 以 得 到 


Ld | Yus |” + a, Í| Yus | + a | Yus | 


= (aV^(u), + VG(uy), + Vf, Vun) 
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= a(18Vu, V'uy Vuy + 12( Vuy)’ Уи, 

+6uyV'uyVux + 12uy V'uy V^uy, + 6uy Vuy V um 

+6(Vuy)’ Vun + 6u, V'uy Vu + 12uy Vuy V^uy, 

+3ul V)uy + G'(uy) Vuyuy + G'(uy) Vun + Vf,, Vun) 
< [18a || Vus || za || V^uy || ca Ї Vs | 

+ 12a || (Van) 120 | V^us | 

+ ба || ш, || ee | V'uy | „ | Vus | 

+ 12a | uy | cc | Vun | а | Vua | 

+ ба | uy || cm | Vy || cay Ї Уш | 

+ба | Уи, |2, | Vus | 

+ ба || us || coy | Vu, || ca | Vus | 

+ 12a | и, || ecm || Vuy | aan | Vua | 

+ За | uy M | Puy | +A lluy | Ó, | Vs | aa us | 

+A Nuy РАК | + | VAI уи | 
(10.2.37) 


利用 Gagliardo — Nirenberg 不 等 式 , 有 


|| V/us, |? < CnC um || Vua 15 + Du 1), 
j=1,2,3. (10.2.38) 
ue 2.38) KA (10.2.37) ЗРЯ Young 等 式 , 得 到 


КЕЧЕ +a, | Vum | + 2а, || Vun | ? < С, (M). 


(10.2.39) 
(10.2.39) 式 两 端 在 [0, о] 上 积分 , 并 且 利用 积分 中 值 定 
38, FE u e (0, о), 使 得 


| Уи, t4) < 200, (10.2.40) 
i 
Hh (10.2.38) 和 (10.2.40) 式 知道 , 如 下 估计 式 成 立 : 
| V^usC*, &) |? < C, (M,). (10.2.41) 
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(10.2.39) 式 两 端 在 [4, t+ w]( Vt e [0, o]) 上 积分 , 并 注意 
到 (10.2.41), 有 
зир | Vus |? < || Vus Cs, t4) |? +2oC,(M,) < C,(M,), 
(10.2.42) 

(10.2.33), (10.2.35) #1(10. 2.42) BA (10.2. 11) у. 9| Xl 
得 证 。 

引 理 10.2.4 假定 (zo, 2, 75,2) AFER m 2, os z, 
是 k (k > 1 ) 次 连续 可 微 的 , (z, t) e L. (0,) n LO, T]; 
H(0)),j = 0, 1, =, L Ml 


oH 1 
А А 
| аара ba, < ССМ, k, D У |» kay, 


Ji, M = max тах |z(x, t) 


«бск, е [0, T], DER PEIRIER, E |» = (h, 
h.c E) E m0, | 天 | = Y. 
引 理 10.2.5 假定 引 理 10.2.3 的 条 件 以 及 下 面 的 条 件 成 立 : 
1. G(s) e C'(R), G”(0) = С (0) =0; 
2. f e CRH (0f, е СВ (ау), УУ) = УУ 


‚бт = |z = Gm, n m) 


an 


Vf |a = 05 M, = sup ( |/ ж + NANa). 问题 (10.1.2) - 
(10.1.4) 的 近似 解 ww(x, г) 满足 
up Class Cos 0) Mo + DuC t) De + Mass 0) |) 
< С„(М,). (10.2.43) 
这 里 及 以 下 出 现 的 C, CM.) 表示 与 N 无 关 的 常数 。 
证 明 (10.2.1) 两 端 同 乘 以 Ajo (0 , 然后 对 j = 1, 2，…， 
NRA, 利用 分 部 积分 和 Holder 不 等 式 , 得 到 


14 
тш Ven | +a, | Vuy | + a | Уш, |? 
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= a( V'u + V5G(uy) + Vf, Уи) 
=a( || Vul + Il V°G(us) | 
+ | VID I Vull, (10.2.44) 
注意 到 (10.2.34) 和 M, < М,, 可 以 得 到 
зир | uw(… 0 Па < C,(M,) < С„(М,), 
(10.2.45) 
对 (10.2.44) 利 用 引 理 10.2.3, 注意 到 (10.2.45), 可 以 得 到 
J$ vu? + a, | Vuy N? + a Í| Yus |° 
< Ca (M,)( Iu lla +1) || Vu ||, (10.2.46) 
利用 Gagliardo — Nirenberg 不 等 式 , 得 
АЧ Il uw I Fv ul + uw) 
«(м | Vu, | +м,) 
<C,(M,)( | Vu I$ +1), (10.2.47) 
利用 Young 不 等 式 和 (10.2.47), 由 (10.2.46) 式 可 得 
а уч N? + a Vu +2в Vou |? ССМ), 
(10.2.48) 
(10.2.48) 式 两 端 在 [0, o] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 , 存在 
ts € (0, o) ,使 得 
| V^u(*, ts) l^ < 
由 (10.2.47) 和 (10.2.49) 式 可 得 
|| V*uC*, 5) 1° < C; Ms). (10.2.50) 
再 对 (10.2.48) 式 两 端 在 [ts, t + w]( Vt e [0, o]) 上 积分 , 并 
注意 到 (10.2. 50) 式 , 可 得 
ир, У'ш (з, D M? < VC, ts) I +26Cs(M,) 
= С„(М,). (10.2.51) 


С,,(М,) 
T (10.2.49) 
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利用 Sobolev {k AM, 由 (10.2. 11) 可 得 
up lus Cs 0 lea < Са llus Cr t) | „ < Cs (M). 
(10.2.52) 
(10.2. 36) 两 端 乘 以 Aja (0) ,然后 对 j= 1,2, =, NRA, Я] 
用 分 部 积分 和 Holder 不 等 式 , 并 使 用 引 理 10.2.4 和 (10.2.45)， 
以 及 (10.2.52) 式 , 可 以 得 到 


ld 
2 à | V^ ||? + a, | V'us |? + a, || V"us | 


= a( V*(u,), + V*G(u,), + V, Vu) 
= (3a V5 (usus) * V*G'(uy) um tV, V'uy) 
< (3a | V (uhuy) || + || V*6'Quy)us, | 
+ | VEID | V'us | < CaM) uy ls 
+ dus е +1) [| Vy | (10.2.53) 
利用 Gagliardo — Nirenberg 不 等 式 , 并 注意 到 (10.2.11), 可 得 
| V*us | < ИНК | + us |) 
< Ca(M,)( || Vus] +1). © (10.2.54) 
把 (10.2.11) (10.2.51 ) 和 (10.2.54) 应 用 到 (10.2. 53), 并 使 用 
Young 不 等 式 , 得 到 
AV Уби» N? +a Уе, N? +20, | "uy [2 = Сы(м,). 
(10.2.55) 
对 (10.2.55) 式 两 端 在 [0, w] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 知道 ， 
存在 se (0, o) 使 得 


Пт, te) j? < 200), (10.2.56) 
Я 
利用 (10.2.54) 式 和 (10.2.56) 式 可 得 
|| V*usC*, t) |? < С„(м,). (10.2.57) 


再 对 (10.2.55) 式 两 端 在 [t6,t + w]( V: e [0, w]), 并 注意 到 
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(10.2.57) 式 , 有 
up I Vum Cs t) M? < I V tnl t) |? + 2o6Ca (M) 
< Cs(M,). (10.2.58) 
(10.2.36) #9 Е a^ (0) , 并 对 j = 1, 2, …, NRA, 利用 
Holder 不 等 式 ， 
Па DN = Cr as V'us + а Уик +aV (uy), 
+ GCuy), +7, usa) 
< (a, || V*uy || + a, | V^uy | 
+a|| V (us), [| + W G(us),l 
+ AID чы, t) I- (10.2.59) 
利用 引 理 10. 2. 4 和 Cauchy 不 等 式 , 并 注意 到 (10. 2. 11), 
(10.2.45) 和 (10.2.52), 由 (10.2.59) 可 以 得 到 
up | um(… £) 1° < C, (M,). (10.2.60) 
(10.2.36) 两 端 同 乘 以 Ma"w(5) ,并 对 j = 1, 2, =, NRA, RI 
用 分 部 积分 和 Holder 不 等 式 , 可 以 得 到 
|| V^uy, |? = (- a, V*uy + a; Уи + (a V*Cuy), 
+ V'G(uy), + V'f,, Vium) 
< (a, || V*uy || + a || V*uy, || 
*al V (us), + W V2G(us), | 
+ | VID | Vus, 0 HI (10.2.61) 
注意 到 (10.2. 11), (10.2. 45), (10.2.52) &1(10.2. 58), 由 
(10.2.61) 可 以 得 到 
up, | Уил", 0) I < ССМ). (10.2.62) 
H1(10.2.11), (10.2.51), (10.2.58), (10.2.60) 和 (10.2.62) 
式 知 道 (10.2.43) 式 成 立 . 引 理 得 证 。 


第 三 节 ”问题 (10.1.2) – (10.1.4) 解 的 存在 性 与 唯一 性 


定理 10. 3.1 假设 引 理 10.2.3 的 条 件 成 立 ， 则 问题 
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(10.1.2) - (10.1.4) 存 在 广义 的 时 间 周 期 解 u(x, t) 且 满 足 
u(x, t) e L(R;H(N)), u(x, t) e 12(8;Н(0)) 
(10.3.1) 
和 
INAD * a, V*u - a, Vu - аў? - G(u) - Фахд: = 0, 


Ve e L(R;L (0)). (10.3.2) 
证 明 在 定理 的 条 件 下 ，(10. 2. 11) 式 成 立 . 利用 Sobolev i 
入 定理 , 可 知 下 面 的 估计 式 成 立 
дир (шь, D [ша + Nuls 0 Пала) < Ca), 
(10.3.3) 


其 中 0 < À < 1, IB (10.3.3)€#t Ascoli - Arzela 定理 知 , 存在 着 


Kula, t) 和 [uy Co, 0) | 的 子 序列 (还 记 作 ) (и, (а, 1) | 满足 ， 
ЫМ o 时 ，|aw(z， t)}, ug (х, 0) A us x, 0] 在 
[0, о] x 员 上 分 别 一 致 地 收敛 到 zu(x, 1), и, (х, t) Au (x, t) ; 
Гим, у}, (2и, )} 和 (уи, (х, 0]. 分 别 在 
LL (R;(0)), (ЕЕ; (0)) 和 IZUOSD (0). th 38 Wk + 
u (x, t), V'u(x, t) 和 。 由 (10.2.11) 知 道 ， 
Пак ligar) + 1 чл | gaan S Co (M) ， 
(10.3.4) 
并 且 
НСО) NF(N) N P(O), 
Жер H' ( O) y H° CO) TRES [8] H' (0) HASE B (Q) ,并 且 
ЮК tik AE IK A iE 
W = (и [и e IOS (Q2) „ш, e IOS QI. 
Hi Aubin 引 理 知 , W a (RA () ) 是 紧 的 。 利 用 定理 的 假定 条 
件 和 (10. 3. 4) 知道 ,存在 jux(*，b6)} 的 子 序列 (还 记 作 ) 
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(uyla, 0 |, REHN o Bf, (шуба, t) | Е LCR; E CO) 中 
收敛。 根据 上 述 的 子 序列 的 收敛 性 , | Vuy) 在 及 (RE (0) 中 
BRAR Vw ERE, 对 任意 的 w e LLOSD (O2) 有 


If. JO - у?) бх | 


= | | (ons C) зди Gs CY 3u? a) wi 
оп 


< f f {6 luy -u11 vu lwl +6lull Vut Vul 


I Vuy = Vullwl +3 luy +ulluy -ull Vu llw | 
+3 lul? | Vu = V2ullu | xd. (10.3.5) 
注意 到 (10.3.3) 以 及 
ula, t), uj (а, t), us (x, t) e C([0,o] x Q), 
由 (10.3.5) 式 可 以 得 到 


lf. КСА à — 2и?) шда | 


= С„(М,)( [| и, -u lico xo + | Vus — Vu || aco xm 
+ || V^uy — Vu laco, ox? || 2 ll aco exo * (10.3.6) 
由 (10.3.6) 式 知 , 存在 子 序列 (uy (ж, t) | WR М it, 
[VÀu 在 BRL) PARAF Vus Wi, 问题 
(10.1.2) - (10.1.4) 存 在 广义 的 周期 解 u(x, t) 并 且 u(x, 10) W 
足 (10.3.1) 和 (10.3.2) 。 由 (10.2.11) 式 知道 
lull cto sa + I Vull со, лр < Ca СМ). (10.3.7) 
下 面 证 明 解 的 唯一 性 。 假 设 щ(х, r) 和 v(x, г) 是 问题 
(10.1.2) - (10. 1.4) 的 两 个 广义 解 。 置 w(x, t) = u(x, t) - 
v(x, t), 则 w(x, t) 满足 时 间 周期 问题 
w, +a, Vw а Ую = ау? – ау? + G(u) - G(v), 
x e (0, t e R, (10.3.8) 
w(x, t) = V^u(x, t) = 0, x e 20, t є К, (10.3.9) 
wlx, t+w) = w(x,t),x e Q, t e R, (10.3.10) 
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(10.3.8) 式 两 端 同 乘 以 2w 并 在 区 间 О 上 关于 变量 * 积分 , 通过 
利用 积分 中 值 定 理 , 得 到 
dc? +20, | Ve | + 2, | Va |? < Ca (M) | Vw], 
(10.3.11) 
ЖОМ, 充分 小 时 , ШВ L = 2а, - CG (M,) > 0, 利用 引 理 10.2.1， 
由 (10.3.11) 式 可 以 得 到 
lel? <-zlel， 
这 个 式 子 表明 对 Vt > 0, 有 wl, t) |? < wl, 0) |e 
注意 到 w(x, t) 关于 1 的 周期 性 , 对 V: e R, 都 存在 自然 数 N, 使 
得 t+ Nw > 0, 并 且 
Mada) | = [ш-н Ne) |? < (C0) 2e", VN > №, 
这 表明 
lw(*,) | 20, te А. 
定理 得 证 。 
定理 10.3.2 ”在 引 理 10.2. 5 的 假定 条 件 下 ,问题 
(10.1.2) - (10.1.4) 存 在 唯一 的 古典 解 u(x, t). 
证 明 由 引 理 10.2.5, 利用 Sobolev fi AGE B, 有 
зир (us Cos £) Il oai Mus Cs £) [Saa 
+ duy Ch £) agn) < Ca(M). (10.3.12) 


其 中 0 < A, < +> RU Ascoli - Arzela 定理 , ih (10.3.12) ЯН, 


存在 (uyla, 0) | 的 一 个 子 序列 (还 记 为 uy(x, 0) | ) 以 及 函数 
u(x, t) WEH N — oo 时 , 序列 (и, (а, 0], E V^uy(x, t)], 
| V'uy(x, t) | 以 及 Lus C, t) | 分 别 在 [0, о] x 吾 上 一 致 地 收 
SiS u(x, г), V^u(x, t), Vula, t) Hu (x, t) 到 。 容 易 知道 
ux, t) 是 问题 (10. 1.2) - (10.1. 4) 的 古典 解 。 由 定理 10. 3. 1 
中 广义 解 的 唯一 性 知 , 问题 (10.1.2) - (10.1.4) 的 古典 解 是 唯一 
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第 十 一 章 一 类 广义 Swift - Hohenberg 模型 
方程 的 时 间 周 期 间 题 


第 一 节 引言 


本 章 研究 如 下 Swift — Hohenberg 模型 方程 的 时 间 周 期 问题 。 
u, + V'u +a, V'u + au = f(u) &g(x,t), x e Q, t e R 
di (11.1.1) 

u=Vu=0,xe3N,teR (11.1.2) 

u(x,t +T) =u(x,t),x e Q, te R (11.1.3) 
其 中 , а, 20, a, e RAIT > 0 都 是 常数 ; u(x, 1) 是 关于 变量 x е N 
flt e R 的 未 知 函 数 , OCR 是 具有 光滑 边界 aQ 的 有 界 区 域 ,fs) 是 
给 定 的 非 线性 函数 , g(x, 1) 是 关于 上 以 7 为 周期 的 函数 。 方 程 
(11.1.1) 作 为 标准 的 抛物 型 方程 ,其 定 解 问题 的 讨论 有 诸多 结果 。 

文中 将 采用 下 面 的 记号 : 本 章 中 使 用 如 下 的 记号 : 设 革 是 Ba- 
nach 空间 , Cr(R;X) 表示 定义 在 R 上 具有 直到 k 阶 连续 导数 的 以 
7 为 周期 旦 取 值 于 的 函数 构成 的 集合 , 其 范 数 为 


k 
lull d, = шр! 1 Diu Ia 


osi: 


Jib D, = È, pL 表示 下 中 的 范 数 。 


用 三 (RiX) (1 < p < о) 表示 定义 在 R 上 以 7 为 周期 取 值 于 
X MF HAIR. 


F 
lul ann = С 90) < (1 <p < o) 


lull: (R,X) = ess sup lul « & (p = =) 
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的 可 测 函 数 集 。 

Wr” (RX) 表示 关于 上 的 直到 上 阶 的 偏 导数 都 属于 (К) 
的 函数 集合 . H" ( Q) 是 通常 的 Sobolev 空间 ; (4, +) 表示 L(A) 
中 的 内 积 . 为 简单 起 见 , 用 |: | 及 1 Mae 分 别 表 示 忆 (2) 和 
H"( Q) 中 的 范 数 , 特别 地 ，|* ‖ 表示 | >: 


第 二 节 ”问题 (11.1.1) — (10.1.3) 的 近似 解 的 
存在 性 及 积分 估计 


设 lw(z)10 = 1, 2, …) J& (0) 中 的 一 标准 正 交 基 , 由 
具有 齐 次 边界 条 件 Q 上 的 算 子 4 =- А 相应 于 特征 值 NG = 1, 
2, …) 的 特征 函数 组 成 , НО < A, < A; <, imi; = me 

设 问题 (11. 1. 1) - (11. 1. 3) 有 形 如 ur(z，!) = 


N 
X oy CO 的 近似 解 ， 其 中 是 待定 系数 ， 是 正 整数 根据 


Galerkin 方法 , ay (t) G = 1, 2,…, N) 应 该 满足 如 下 常 微分 方程 
组 的 时 间 周 期 问题 。 
(им + V'uy + a, V'uy + азиу — f(uy) , w) = (g, wj) 
(11.2.1) 
(Quy(x, t€ T), ш) = (u4(x, t), w),j 21,2, s, N 
(11.2.2) 
为 了 使 用 Leray — Schauder 不 动 点 定理 证 明 问题 (11.2.1)， 
(11.2.2) ay) G = 1,2, =, №) 的 存在 性 , 考虑 如 下 带 参数 
9 的 常 微分 方程 组 的 时 间 周期 问题 
(им + V'uy +a, У?иу + ajuy, w) = 0(f(us) + g, ш) 
(11.2.3) 
(Cuy(x, t T), ш) = Cuy(x, t), w) 
ј = 1,2, =, N,0«68«1(11.2.4) 
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利用 常数 变易 法 容易 证 明 如 下 引 理 。 
引 理 11.2.1 如 果 常 数 m а, алг + |a |A7* < 1 ,其 
中 А, 是 算 子 4 的 第 一 特征 值 , B h(z, t) e LF (R; (Q) ), 则 线 


性 常 微分 方程 组 的 周期 问题 
(и + V'us + a, V^uy + ayuy, uj) = (h(x,t) uj) 
(11.2.5) 
(un (xst + T) wj) = Cuy(x,1) ,w;) j = 1,2, N 
(11.2.6) 


存在 唯一 的 时 间 周 期 解 o (0). = (o (07. ,并 且 


=(aĵ-ajàjtoz)i aer 
ay(t) = ans], emm p (rT) dr (11.2.7) 


F(r) = бт) Gs, j 212,—,N 

关于 问题 (11.2.3) , (11.2.4) , 有 如 下 引 理 。 

ЗЕ П.2.2 在 引 理 11.2.1 的 条 件 下 , WR | /ls)sds <0 , 
(а) e LEGS (0)) , i8 М, = sup |) | o DU f 
(11.2.3), (11.2.4) KHERI o (t) 满足 

Sup, ш) ||? < см; 
其 中 , C, > 0 55 N 和 ө, 都 无 关 的 常数 。 

证 明 记 a = 1 -aA -lal A7?。(11.2.3) 式 两 端 同 乘 以 

ay (0), JEXEj = 1,2, =, NRA, 得 到 


ао 1 + | Yus CO 1 


= а || VuyCO ||? — a, | uxt) I? +0] О) + g)uydx 
(11.2.9) 
Eat: 
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ПА < АГ? Aul], Vu e D(A),0<a<sp 


(11.2.10) 
由 (11.2.9) 式 可 得 
FE fut) 12 + 1 Vu) |? 
< (аА! Hla) А?) || Ушу (t) ||? 

+AT eC) I I VhuyCO | (1.2.11) 

注意 到 a A1! +lasl AP < 1, 利用 Cauchy 不 等 式 , 可 得 

-2 

FI uy) |? +a || Viu |° < EE. (11.2.12) 


(11.2.12) 式 两 端 在 [0, T] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 , 34 e 
(0, T), 使 得 
Уин) |? < (ал, ) М (11.2.13) 
由 (11.2.10) 和 (11.2.13) 得 
аса) П < A? | V*uyC) |? < Сал?) Me 
(11.2.14) 
(11.2.12) 两 端 再 在 а, t + T]( V: e [0, Т]) 积分 , 并 使 用 
(11.2.14) 5X, 就 得 到 (11.2.8) 式 。 引 理 得 证 。 
利用 文献 [3] 中 的 方法 , 使 用 Leray - Schauder 不 动 点 理论 ， 
问题 (11.2.3) ，(11.2.4) 至 少 有 一 个 解 ww(t) = (ay (0) 07, 当 
6 = 工时 , 问题 (11.2.3), (11.2.4) 的 解 就 是 问题 (11.2.1)， 
(11.2.2) 的 解 。 根 据 线性 常 微分 理论 知道 
Qn(t) = (ам (0), am(t), 7, any(t)) e C (R) 
从 而 , 问题 (11.1.1) - (11.1.3) 的 近似 解 un(x, t) e C (RW) B. 
满足 一 致 估计 (11.2.8)。 这 里 W, = span|w; , wz, =, wyl o 
引 理 11.2.3 在 引 理 11.2.2 的 条 件 下 , 如 果 f(s) e C'(R), 


С) «АТ 3f Vs e REY, 其 中 1 << 5л > 0 是 
常数 。 
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则 问题 (11.1.1) -(11.1.3) 的 近似 解 ww(z*, 1) 满足 
up, l uaes £) Nie < COL) s sup, lu Cs 0 Na GOL) 
(11.2.15) 

其 中 C,(M,) , C, Uf) 都 是 与 N 无 关 的 常数 ,并 且 是 关于 M, 的 
齐 次 多 项 式 ,同时 关于 M 非 减 。 

证 明 (11.2.1) 式 两 端 同 乘 以 和 aw(1), 并 对 j = 1, 2，…， 
пжт, жоли. ж 

т АУ) P + чао |? 


< (ад! la) AP) || V*uy (0) |? 
*ACIuSQO | rus) | 
+ lg) |) Í| V*usCO || (11.2.16) 
利用 Gagliardo - Nirenberg 不 等 式 并 注意 到 (11.2.8) 式 , 可 得 
ШОШ < CM Vu (O È +M) 


(11.2.17) 
"S 2. "win 2.17)18 
TE) vugO |? +a | учоо) |? 
< см" | v*uQ) ү! + MS | Vugt) ||) 
* M, || V*ux(t) | (11.2.18) 


利用 Young 不 等 式 , H (11.2. 18) 88 
AI Pu) 1? +a | усо 1? 


< COME + ME“ + M) = СЫМ) 
(11.2.19) 
(11.2.19) 式 两 端 在 [0, T] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 ,存在 
t, e (0, T) ,使 得 
|| V*usC) |^ < a" C,(M,) (11.2.20) 
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由 (11.2.10) 和 (11.2.20) , 可 以 得 到 
| Yaaw(ea) | < A? | Уи) |? < a ACC (MO 
(11.2.21) 
再 对 (11.2.19) 式 两 端 在 [a, t +T]( Vt e [0, 7]) 上 积分 , HA 
用 (11.2.21), 可 以 得 到 
up, I Vĉuy(t) ||? < (a AP +27)C(Mo) 
(11.2.22) 
注意 到 C,(M,) 的 形式 , 由 (11.2.8) 和 (11.2.22) 式 以 及 Sobolev 
嵌入 定理 可 得 (11.2.15) 式 。 引 理 证 毕 。 
引 理 11.2.4 ”假定 有 (zo, 2,70 2) EFE z, д, 776 z 
Jk (kz 1 ) 次 连续 可 微 的 ， 
z(x, t) e La (0) n (LO, 7);8(2)) ,j = 0,1, n lo 
则 
ðH 
DI 


$ 
l lim < C(M, k, D у 151 p 
f 


M= max тах lz(x, 01, 0, 


T je0 d, s LG 0 ег 
= [x = (mix ma s z.) e DCR", t e [0, T]I, DER 
中 的 有 界 区 域 ,和 = |z = (h, b, s RD >0, |®| = Хь. 
引 理 11.2.5 ”假定 引 理 11.2.3 的 条 件 和 如 下 条 件 成 立 : 
())fe C(R), K0) =0; 
(2)geL," (R;H (0) nH,"(0)), iB M, = sup, | g(t) || mo 
则 问题 (11.1.1) — (11.1.3) 的 近似 解 ww(x, г) 满足 
sup, L0] П + Пао) M) < C,(M.) 
(11.2.23) 
这 里 及 以 下 出 现 的 C, CM.) 表示 与 N 无 关 的 常数 。 
证 明 《11.2.1) 两 端 同 乘 以 Yaw(!), 然后 对 j = 1, 2,…， 
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N 求 和 , 利用 分 部 积分 得 到 
L4 учо) N? + || vus) 1? 


2а 
S (аА Hail A?) Vu) |? + ( || Уи) | 
+ ао) ||) | V°us(20) | (11.2.24) 
利用 引 理 11.2. 4 和 (11. 2. 15) 的 第 二 式 , 以 及 C,(M.) < 
C,CM,) ,由 (11.2.24) 式 得 


T4 Vu) |? +a | Vuale) |? 


< (G,(M,) Пано) П + | VECE) ||) | Уо) |. 
(11.2.25) 
利用 Cauchy 不 等 式 由 (11.2.25) 可 得 


EN YG) V +a | Vus CO 1? < GOL 


(11.2.26) 
对 (11.2.26) 式 两 端 在 [0, T] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 , 存在 
t e (0, 7) ,使 得 
| V*uyC4) ||? «атс, (М) (11.2.27) 
由 (11.2.10) 和 (11.2.27) 可 得 
l| V*uyC) ||? < A: || Vu (5) |? < a A C (M) 
(11.2.28) 
再 对 (11.2.26) 式 两 端 在 [6, i +T]( Vt e [0, T]) 上 积分 , 并 利 
用 (11.2.28), 可 以 得 到 
«вир, | V*uy(t) ||? < (a "A +2T)C,(M,) 


(11.2.29) 

(11.2.1) AWERI a'y (t), 然后 对 j= 1, 2，…，N 求 和 ， 
得 到 

lu) |? =- (Уш, +a, V^uy + aj, us) + (uy) + g, им) 

(11.2.30) 
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利用 引 理 11.2.4, 注意 到 (11.2.15) 和 (11.2.29), 使 用 Cauchy 
不 等 式 , 由 (11.2.30) 式 得 
авир, llus C |? < ССМ) (11.2.31) 
(11.2.15), (11.2.29) 和 (11.2.31) 表 明 (11.2.23) 式 成 立 。 引 
理 得 证 。 
3]811.2.6 假定 下 列 条件 成 立 : 
(1) ад" + la |a? ef 


(2f e C'(R)(k>=2), INO & 0, 1L f(s) | A HaT" 


Vs eR lr, 其 中 1 e£ < ЖА > 0 ERMS” (0) =0, r = 
0,1,…, 且 2r <k; 
(3) g e (R (0) В.У? =0,7=0,1, = H2r < 
k. BM, = sup g(t) Пао 
则 问题 (11.1.1) - (11.1.3) 的 近似 解 uw(x, t) 满足 
Sup Їч) Niua + us) а) < Ca (t) 
(11.2.32) 
这 里 及 以 下 出 现 的 C, (Ms) 表示 与 N 无 关 的 常数 。 
证 明 用 数学 归纳 法 , 对 进行 归纳 。 当 k = 2 时 , 由 引 理 
11.2.5 知 结论 正确 。 假 设 k = m 时 ,结论 成 立 , BD 
up Clas CO [а + us CO [%4) < ССМ). 
(11.2.33) 


(11.2. 1) 两 端 同 乘 以 MX”aw(6) ,然后 对 j= 1,2,…,N 求 和 , 利 
用 分 部 积分 , 得 到 


а Yru) 1? + уто 1" 


= a, Vv" u(t) |? -a | Ушу) 1? 
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+Í (V""f(uy) + V"'g) V""u,(1)dx 
а 


= (аА Hail А) | V” uy (0) ||? + (| V" fus) | 
+ Ута) p V” u(t) |, 


АЛЬ 


+a || V^"uy(0 |? < (| V Au) || 
uA PERITO (11.2.34) 
注意 到 , 利用 Sobolev # A s: ER] Ail 
Eup, | ш») |a < C, (M,) (11.2.35) 
利用 引 理 11.2. 4 和 (11. 2.35) 式 ， 并 使 用 Cauchy RÆ, 由 
(11.2.34) 得 


iii V” uy(t) |? +a || V” u(t) |? < C,(M,) 
(11.2.36) 
对 (11.2.36) 式 两 端 在 [0, T] 上 积分 , 利用 积分 中 值 定理 , 存在 
t, e (0, Т), 使 得 
| (a) 3 & Cs) (11.2.37) 


a 
由 (11.2.10) 和 (11.2.37) 可 知 
Пута) |? < A? | V” uyla) |? < a ACC, (M) 
(11.2.38) 
再 对 (11.2.36) 式 两 端 在 [4, ce T] (Vr e [0, 7]) 上 积分 , 并 利 
用 (11.2.38), 可 以 得 到 
up, | V” u(t) ||? < (a "AP +2T)C,(M,) 
(11.2.39) 
(11.2. 1) 两 端 同 乘 以 N" oas" (0 ,然后 对 j = 1, 2,…, NRM, 
利用 分 部 积分 得 到 
| Vus) | =- Сти, + a, V” uy + a, V^" uy 
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+" иу) + У", Vus) 
(11.2.40) 
利用 引 理 11.2.4, (11.2.33) ELE (11.2.35) , 并 使 用 Cauchy 不 
等 式 , 由 (11.2.40) 得 

сир | Vunt) N? < CaM) (11.241) 

(11.2.33)，(11.2.38) 和 (11.2.41) 式 表明 当 上 = m +1 时， 
(11.2.32) 成 立 。 引 理 得 证 。 

引 理 11.2.7 在 引 理 11.2. 6 HRF, 如果 z, є 


L? (R;H**(0)) , ЗЕН V”g | =0,r=0,1,--, H2r <k-6, 


an 
则 当 丰 > 8 时 ,问题 (11.1.1) - (11.1.3) 的 近似 解 ww(x，!) 满足 

SUP, П ча CO) Ea) < Cs Oh, M) — (11.2.42) 
其 中 C,,(M,, M.) 是 依赖 于 M,, М, 但 不 依赖 于 N 的 常数 , M, = 
sup, ls CO. I a-s- 

证 明 (11.2.1) 式 两 端 对 + 求 导 , 得 
(uy, ш) = (7 V'uy — a, V'uy = азим — f Cuy)ug + E, wj) 
(11.2.43) 
(11.2.43) ЖШ A, as" CO, 然后 对 j = 1,2, =, N R 
和 , 利用 分 部 积分 , 得 到 
| V**uy, |? = (Уи - a, Vus - a; Уин 
+ V'ES (un)um) + V**g,, Vi tus) 

(11.2.44) 


利用 引 理 11.2. 6 和 Sobolev 嵌入 定理 得 
| us C£) M cc Mus C) Í ¿a < ССМ.) (11.2.45) 
利用 引 理 11.2.4 DL (11.2.45) 4, 由 (11.2.44) 可 得 
|| V Sus, 2 < СС, [им | = + Ci (M,) || us | м< 
+ uw ee) IV ET Уе, | 
(11.2.46) 
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利用 (11.2.32) 式 , 对 (11.2.46) 右 端 使 用 Cauchy RER, 得 
sup | V^*u, |? < С,(М,, Mj) — (11.2.47) 


[rd 


注意 到 (11.2. 10) 式 ,由 (11.2.47) 式 知道 (11.2.42) 成 立 。 引 理 
得 证 。 


第 三 节 ”问题 (11.1.2) - (11.1.3) 解 的 
存在 性 与 唯一 性 


定理 11.3.1 在 引 理 11.2.6 的 条 件 下 , 如 果 k = 4, 则 问题 
(11.1.1) - (11.1.3) 存 在 整体 广义 解 
u(x, t) е L(RSH(0)) , u(x, t) e (RIP (Q)) 
(11.3.1) 
М Ve e LS (0), 


E (ш + V*u + a, V'u + ази – f(u) - g(x, t)) gdxdt = 0 
ola 


(11.3.2) 
记 M, = sup || g(t) 1°, M, = Sup, Ils C) Ms 则 当 M, 充分 小 
时 , 上 述 广义 解 是 唯一 的 。 
WEBB 在 定理 的 假定 条 件 下 , 问题 (11.1.1) - (11.1.3) 的 近 
似 解 uw(x, г) 满足 
ир ( || uv(t) | as < Co (Mj) (11.3.3) 
азир, C Пано) [ж us llie) < C,(M,) (11.3.4) 
其 中 Co(Mo) 满足 Ve > 0, 只 要 M, 充分 小 , Ca(M。) < =, 由 
(11.3.4) 式 和 Ascoli — Arzela 定理 知 , 存在 着 函数 u(x, t) 和 
luy(x, 0)] 的 子 序列 (还 记 作 ) lule, г) | WME: N o 时 ， 
luy(x, 0) 在 [0, T] x 如 上 分 别 一 致 地 收敛 到 w(x, 0), 
Гама, t)] 在 D(R;H°(0Q)) п DO(R;IP(0Q)) PRAF 
иба, 0). 注意 到 Н (О) N НСО) N H^ (0) , Ж НО) N 
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H'( Q) 指 的 是 空间 H° (OQ) 嵌入 空间 HA), 并 且 HCO) N 
是 紧 的 。 记 
= lulu e I(R;H*(Q)), u, € 12(К;Н(0)) |. 
利用 Aubin E ES Ж! Ag, W- LER, (0)) 是 紧 的 。 再 注意 到 
(11.3.4) R, FE luy (x,0) | 的 子 序列 (还 记 作 ) (иу (z, 0) | 满足 
4 N— o 时 , [uy(x, t) | 在 [0, T] x 名 上 分 别 一 致 地 收敛 到 
u(x, t) ; | V'uy(z, t)} 和 | V'uyCx, t) Е yC R; (0)) 
中 强 收敛 于 Vtu(z, t), V'u(z, t) им (а, 0] TELLS (Q)) 
ФЕС и, (х, 0) о 
FPWR, f(uy) YE (0, T] x Q E—SOKSICT Ли). AS, 
u(x, t) 是 问题 (11.1.1) - (11.1.3) 838 8 (11.3. 1) 0(11.3.2) 
的 广义 时 间 周 期 解 , 并 且 在 古典 意义 下 满足 边界 条 件 (11.1.2) 和 
时 间 周 期 条 件 (11.1.3)。 由 (11.3.3) 和 {uy(x, 0) ] 的 一 致 收敛 
性 , 易 知 
Пао) | aoa < Ca (Mo) (11.3.5) 
下 面 证 明 解 的 唯一 性 。 假 设 ш (х, t) 和 vu, (х, t) 是 问题 
(11.1.1) - (11.1.3) 的 两 个 广义 解 . 置 U(x, t) = u(x, t) - 
u(x, t), Ж U(x, t) 满足 时 间 周 期 问题 
U+VUtaViUt+aU = f(u) -f(u),x e Q, t e R 
(11.3.6) 
U=NV'U=0,xeəñ0,t e R 
U(x,t* T) =U(x,t),x e Q, t e R 
(11.3.6) 式 两 端 同 乘 以 20 并 在 区 间 2 上 关于 变量 x 积分 , 通过 
利用 积分 中 值 定 理 , 得 到 


& UG) I? 20] V* "IN 
n 
Udx < C, (Ma) || UC) 1? < Ca (Mo)AT? | V*UCO |° 


(11.3.7) 
取 M, 充分 小 时 , 使 得 L = 2а - Can(hMo)AP >0, 由 (11.3.7) 可 得 
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d 1 UO 2 «- LI UC) I? <- I | UG) |? 


(11.3.8) 
(11. 3. 8) 式 表 明 对 任意 上 > 0, 成 立 着 UG) |? < 
1 UCO) || ?e F, 注意 到 U(x, t) 关于 上 的 周期 性 , 对 V: e R, 都 
存在 自然 数 М, 使 得 : + NT > 0, 并 且 
LUG)? = (UG € NT) |? S UCO) eI", VN > м, 
因而 
IU 20, te R 

这 表明 广义 解 是 唯一 的 。 定 理 得 证 。 

定理 11.3.2 在 引 理 11.2.7 的 条 件 下 , 如 果 大 三 8, 则 问题 
(11.1.1) - (11.1.3) 有 古典 时 间 周 期 解 u(x, г) o JFE, 如果 M, 
充分 小 , 古典 解 是 唯一 的 。 
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第 一 节 引言 


本 章 讨论 在 晶 格 动力 学 研究 中 提出 的 如 下 高 阶 非 线 性 波动 方 
ERC ”的 时 间 周 期 间 题 

ua = u, Tuus cajus = (U), 0 «x <1,t e R 

(12.1.1) 

и(0, t) =u(1, t) = и, (0, t) =и„(1,) =0,t e R 

(12.1.2) 

u(x, 1+0) = и(х, 1), 0 «x «l,teR (12.1.3) 
Ж д > 0, a, > 0 和 a, # 0 表示 与 平衡 状态 格 点 间距 有 关 的 物 
理 常数 , 以 及 w > 0 是 常数 。 未 知 函 数 u(x, 1) 表示 格 点 位 移 。 
此 外 , 在 非 线性 弹性 杆 应 变 孤 立 子 波 的 研究 中 , 也 提出 了 类 似 于 
(12.1.1) 的 方程 (= 0 ) 和。 

模型 方程 (12. 1. 1) 属于 Boussinesq 型 方程 。 关 于 对 Bouss- 
inesq 型 方程 行 波 解 、 孤 立 子 解 以 及 定 解 问题 的 研究 情况 参见 文献 
[5 -9] 及 其 内 相关 参考 文献 。 本 文 借助 于 文献 [10] 的 方法 , 利用 
非 线性 泛 函 分 析 理论 , 证 明 问 题 (12.1.1) - (12.1.3) 的 任意 周期 
为 w > 0 的 时 间 周 期 弱 解 的 存在 性 。 

本 文 的 内 容 安排 如 下 : 在 第 二 节 中 , 给 出 一 些 记号 以 及 预备 
知识 , 并 证 明 几 个 后 面 需要 的 引 理 ; 第 三 节 给 出 问题 (12. 1.1) - 
(12.1.3) 的 时 间 周 期 弱 解 的 定义 ， 并 证 明 时 间 周 期 弱 解 的 存 
在 性 。 
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第 二 节 ”预备 知识 


定义 二 重 指标 集 5 C NM (as, чаз) | Жа, 都 是 非 负 整 


Ж: 
5 = [а = (œ, œ) |(1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1) |. 
T 2 
对 Va e S, іп ди t man lal =e, tos. ИШ, au = 03 


2 
aD, = ди 
ата дб 


ШЖ А = (A, A) 是 一 个 二 重 指标 , 记 
[А] = 104,0), (0, л,)| см. 
定义 
5 = |B = (8,8) e М | Ja e S, B, < œ, В, = ol. 
对 于 有 限 的 二 重 指标 集 5, 定义 相应 的 双 线性 型 为 
A(u, v) = f feno, — ий, + uuu, au usv, ) dxdt, 


(12.2.1) 
内 积 为 
(u, 的 = ИКС HUV, + u... + ио, + и) dxdt, 
(12.2.2) 
以 及 相应 的 范 数 为 
lula = Cd? Па, P? + bus? + Nl? + [ш|®)?, 
(122.3) 


其 中 |: | 表示 通常 的 已 (2) 范 数 , 2 = (0, 1) x (0, o), Р 
二 重 指标 集 5, 定义 各 向 异性 的 Sobolev 空间 Hš ( Q) H Cz (0) 在 
范 数 la 意义 下 的 闭 包 。 所 谓 “ 各 向 异性 "是 指 对 自 变量 > 和 | 
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的 偏 导 数 阶 数 有 所 不 同 。 
定义 
Cz. ((0, 1) xR) = lu e C"((0,1) xR) |u(:,t) e C3 (0, 1), 

Vt e R;u(x,t+o) =u(z,t), Vx e (0, 1)} C5, (0) 定义 为 
所 有 满足 p e CG; 。((0, 1) x (0, )) HEARRE. Н (0) 是 
C; (O) 在 范 数 ‖ ` || ,意义 下 的 闭 包 。 

下 面 用 H" (Q) 表示 通常 的 Sobolev 空间 W"* (2) 。 

引 理 12.2.1 (Poincaré RR ) 设 

0 = (0,1) x (0, w), S C N, В = (Bi, B.) e Š. 

则 对 Vu e Hš (0), Ж fu e P (Q) ; 并 且 对 每 个 满足 B, < о, 的 
а -(a,, m) e S, 存在 着 仅 依赖 于 OQ, a 的 常数 C > 0, 使 对 Vu є 
Hy, (N) ,成 立 


Iul <Cləul. 
31812.2.2 9], y e M, 2 < q < =, ЖЛЕ, 
1 1 1 
т. ntg T 
i IL ана 
, 3 
这 里 规定 0 = 1,-© = = (e 0), 13:0 <1, МИН (0) 一 
100) 是 连续 的 ,并且 存在 常数 加 > 0, C, > 0 使 得 对 任意 h e (0, 
ho) ,成 立 估计 式 
{ги las < Ch ol + Пази) + Ch” llul. 
(12.2.4) 
引 理 12.2.3 记 y = (1,0) e №, WEF ? Ho, (0) >L (Q) 
是 紧 的 。 
证 明 ЖА = (2,1) e Mfg 3, BROC, g, A) =F < 1. 


由 引 理 12.2.2 知道 , 对 任意 充分 小 的 a > 0, 存在 常数 C, > 0, 使 得 


Па. lou Sell eal + Mud HU) 
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+ C, lu] < lul, + C, llull- (12.2.5) 
注意 到 
Пи оз = [ u, |? + lu, 2 + hal < [ш], 
如 果 [ww TE Ho, .( Q) PAR, ШН H (0) 中 有 界 。 
ШЕН! (ONE CS" SERIA) ЖЕЙ, 从 而 Lu] = ,中 存在 
子 序列 ( 仍 记 为 ) fuws| 7, fe L7 (02) Æ Cauchy 序列 。 
由 (12.2.5) 知 , 对 Vm, n e Z*, 
Па. — u, |a S E u, —u, ||, + CG, u, — u, | 
= 28M + C, || u, — u, |. (12.2.6) 
Jp M > 0 是 常数 。 
在 (12.2.6) 中 先 令 m, n — о, 再 令 e — 0, 取 极限 得 
Па. = а, [л 一 0， 
这 表明 | uy, | 7., Ji D (Q) 中 的 Cauchy 序列 。 引 理 得 证 。 
BIR 12.2.4"? Bs: f: N x R— R J& Carath V eodory 函数 , Bl; 对 
几乎 每 个 y € O, f(y, -) 连续 ; 并 且 对 每 一 个 & e R, fC, €) 是 可 测 
的 。 如 果 存 在 常数 p, p 21, а > 0 以 及 函数 5(y) e 100), 使 得 


lf. о | «800 alef, 


则 复合 函数 算 子 
Е,(и(у)) = fiy, u(y)) P (0) — I: (Q) 
是 连续 日 有 界 的 。 
引 理 12.2.5 如 果 f(x, t, u(x, 1)) = v Wf: (Q) 120) 
是 连续 有 界 的 算 子 。 
证 明 记 y = (x, 1). 易 知 f(y, u(y)) = i (y) 是 Caratheodory 


函数 。 取 a =1,p = 3,P = +, Му) =0, 则 成 立 着 


э, u()) 1 <b(y) &aluls. 
根据 引 理 12.2.4, ЖР Ду, u(y)) (0) — L3 (Q) 是 连续 有 界 的 。 
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引 理 得 证 。 
31 12.2.6 ” 双 线 性 型 (12.2.1) 满 足 如 下 两 个 不 等 式 : 
(1)А(и, v) < С, lulla llo lla, Уш,» є HL CO), 
A(u, v) < C, llulla lv lla, Vu, v e H5, (0), (12.2.7) 
其 中 C, > 0 是 常数 。 
(2) 如 果 p > 1, 则 
A(u, v) > K, lull}, Vu e Hi.(0), (12.2.8) 
Ap K, > 0 是 常数 。 
证 明 利用 Halder 不 等 式 , 得 


Alu, v) = js КО ио, + шл + ашо) 
< (2+и +a) lul, lola, Vu, v e HQ). 


利用 引 理 12.2.1, 知 
Iu N? < Wia N’, Bul? < d us N? (12.2.9) 


з 
Wp = Rro mi >0(i =1,2, 3) Hy, > 1, 则 


A(u, u) = |а, 1° = По, 1° +p а. 1 +a [шы]? 
Па, 12 — Па. 12 Qu + +в) Wu, | 
+a, | us |? 
llu, |? + а -1) llu, |? + Hull? 
+ и. |? +а lu, |° 
> K, lul1, Vu e Hh (0), (12.2.10) 

其 中 而 = min|l, д 71, до, дш, a] > 0 是 常数 。 引 理 证 毕 。 

引 理 12.2.7 (11982 [879 ) 设 J; X— R JE Banach 218] X ЕЙ C' 
VR, 并 且 满 足 Palais - Smale 条 件 , 进一步 假定 

(1) 30) =0; 

(2) 存 在 实数 + > 0, 5 > 0 使 得 : 当 [ul , = rf, J(u) >; 

(3) 存 在 m e X, | [у >r WWE JG) < 8, W 

B= jnfmax, ero, i J(h(t)) 


V 
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是 泛 函 了 的 一 个 临界 值 , 其 中 
= lh! h:[0, 1] 一 天 连续 , 且 h(0) = 0, A(1) = uy]. 
注 : 引 理 中 所 言 “J 满足 Palais — Smale 条 件 ” 是 指 对 每 一 个 满足 
Gi)! J(u,) |« M, Vn e N, (Sh M > 0 是 常数 ) 
和 
Gi) limJ'(u,) = 0 的 下 中 的 序列 (и, Ez... 都 存在 着 收敛 子 


序列 。 
满足 (i) 及 (ii) 的 序列 称 为 Palais — Smale 序列 。 
第 三 节 问题 (12.1.1) - (12.1.3) 非 平凡 弱 解 的 存在 性 


定义 12.3.1 du e HP (0) 满足 
A(us) saa, Мое B(A), (12.3.1) 
JUR u 是 问题 (12.1.1) - (12.1.3) 98888. 
ТЕ H) „(2) PENZA J(u) 为 
J(u) = Тад, u) - +e f Гаа, Vu e Н} (0). 
(12.3.2) 
易 知 了 是 连续 Fréchet 可 导 的 , EHEHE и 处 的 导数 为 
< J'(u), v > = A(u, v) -a |; ва, V» e H (0), 
(12.3.3) 
其 中 <, - > 表示 对 偶 积 。 
为 了 寻找 满足 (12.3. 1) 的 弱 解 , 下面 将 寻找 泛 函 J(u) fs 
界 点 。 
引 理 12.3.1 〈12.3.2) 式 定义 的 泛 函 满 足 Palais — Smale 条 件 。 
证 明 WE {ш} т. ЖН (0) 88 J f Palais -Smale 序列 , 则 
limJ'(u)) = 0, 
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因而 对 Ys > 0, 3N(e) e N, 使 得 当 n > N(s) 时 ， 
лк.) үс > 166. Мо е0) 023.0) 
成 立 。 

由 (12.3.3) 和 (12.3.4) 得 


СОСЕНИС БИСЕ (12.3.5) 
ТЕ(12.3.5) p, $v =u, es = 1, W 
а, [ Јава < Аб, u.) + [us |a n > Ма). 
(12.3.6) 


M> J(u) = Таби, u.) +e fe [йй 


1 1 1 
> 24(w， и.) — 3464, „у-у usa 
- a, 

eA. uw) =g Mula 


= ки, N3 -4 lu la 
即 
коа, 1-2,1, -6М < 0. (12.3.7) 
这 表明 Па, |, 有 界 。 从 而 Cu 27, JE (O 中 的 有 界 序列 。 


由 (12.3.5) 式 , 对 Ve > 0, Е Ме) є N, Xin, m > N(e) B}, 
Alu, — u,, u, —u,) SlA(u,, u, —u,) | +lA(u,, u, = tin) 1 
< 2e || u, = u, la 


+ f. fitu. - u. dxdt | 


" If. fiu. -u,)dxi| (12.3.8) 
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ER u., и, е Н, a (N), 利用 引 理 12.2.3, 有 


ш» и € P(O). (12.3.9) 
利用 (12.3.9) 以 及 引 理 12.2.5, 得 到 
ш, e D (0), e D. (12.3.10) 


H1(12.3.8) 5X, 利用 Halder 不 等 式 及 (12.3.10) 式 , 得 
Alu, = ün, и, = Up) S28 |u, —u, ||, 
+ Clu д + |, |a ) u, — u,, | pa 
(12.3.11) 
由 于 (и, fE Hs, (0) 中 有 界 , 利用 引 理 12.2.3 知道 , du, |2 在 
DOO) 中 也 是 有 界 的 ;因而 由 引 理 12.2.5 知道 ， b Iz. ZE L3 (0) 中 
有 界 。 这 样 , 存在 常数 K > 0, 使 得 
Alu, а, ||, < K, lu uka + Mus lids < K. 
(12.3.12) 
由 (12.3.11) 和 (12.3.12) 得 
Alu, -Uns u, = üp) < 2eK + K || u,, — u, | ix 
(12.3.13) 
利用 (12.2.8) 式 , 由 (12.3.13) 得 
Ko llu, = tn |4 S 26K +K || un —u | шл. (12.3.14) 
此 外 , 9198 12.2.3 知道 , [ualia TED (0) 中 包含 有 收敛 子 序 
列 (仍然 记 为 [us17.， )。 因 而 在 (12.3.14) 的 右 端 先 令 n, т —= , 再 
4 в —0 取 极 限 , NÚ (и, |Z, 在 成 (0) 中 存在 着 Cauchy 子 序列 。 
引 理 得 证 。 
引 理 了 2.3.2 由 (12.3.2) 式 定义 的 泛 函 J(w) ТЕН} , (G) 中 存在 
非 平凡 临界 点 。 
证 明 根据 引 理 12.3.1, 只 要 证 明 J(u) 满足 引 理 12.2.7 的 条 件 
(1) -(3)。 显然 J(0) = 0, 


易 知 对 Ve > 0, 
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i 
JG) = Tati, u) - 3 fr ftint 


eA, № - «f f. шаха - ШШК 


=. тл, u) -8 || u, |? -4 Па. Wixom — (12.3.15) 


由 引 理 12.2.3 81, 存在 常数 > 0, 使 
lu, Пока < K, llul? (12.3.6) 
利用 Holder 不 等 式 及 (12.3.16) , 得 
lu I? о? |u, | л «eM dui. (12.3.17) 


由 (12.3.15) – (12.3.17) , 存在 常数 K,, K, > 0, 使 得 


Ju) 93K ек lalà - pA [ш (12.3.18) 
在 (12.3.18) 中 取 e E > 0, 得 
Жи) > +K, [шз - +K, l| = үу lul1(3K, -4K, lulla). 
(12.3.19) 


Wr a š > 0, 则 当 [ju], = r f, 由 (12.3.19) 得 
à 
3 
ro > үк 
А 


因而 J(u) 满足 引 理 12.2.7 的 (2) 。 
根据 [14], 可 以 选择 gp e C; (О), 满足 


f. "еа =M, > 0. (12.3.20) 
对 1 > 0, 利用 (12.2.7) 及 (12.3.20) 式 , 有 
1 Lep 
Jg) = УА, tp) -4 f, | Pedrdr 


1 1 
= Ae, lg) - M, 


=ë >0. 
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1 
TOF le là - TPM, 


从 


lop s „ЭМ 
= 29201611 367): 


在 (12.3.21) 中 可 取 1 充 分 大 , 使 得 llo |, >r, НЛ) <0 < 
ô. 因而 J(u) 满足 引 理 12.2.7 中 的 (3)。 所 以 根据 引 理 12.2.7, 
VER J(u) 在 Ho, „( 2) 中 存在 非 平凡 临界 点 。 引 理 证 毕 。 


由 引 理 12. 3.2 可 知 以 下 定理 成 立 。 
定理 12.3.3 如果/ > 1, 则 问题 (12.1.1) - (12.1.3) 存 在 


具有 任意 周期 o > 0 的 时 间 周期 弱 解 。 


证 明 由 引 理 12.3.2 容易 知道 , 定理 结论 成 立 。 
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第 一 节 ”引言 


在 刻画 DNA 分 子 横向 波 的 传播 时 提出 了 如 下 非 线性 双 曲 型 
pr m 
au, — и. = с(и?),,, 
其 中 , а, b, с > 0 是 常数 。 本 文 研究 上 述 模型 方程 广义 形式 下 的 
初 值 问题 
u, ~ Uau = f(u)4, (x, t) eRx(0,+%), (13.1.1) 
u(x,0) = u(x),u(x, 0) = u(x), x € R, (13.1.2) 
其 中 , u(x, t) 是 未 知 函数 , f(5) 是 给 定 的 非 线性 函数 , u(x) 和 
ш Cx) 是 已 知 的 初 值 函 数 , 下 标 : 和 x 表示 关于 + 和 x 的 偏 导数 。 
本 文 将 给 出 问题 (13.1.1) (13.1.2) 解 爆破 的 充分 条 件 ,并 
且 证 明 问题 局 部 广义 解 的 存在 性 和 唯一 性 。 
文中 使 用 如 下 的 记号 : LO < p < o) 表示 通常 的 及 中 的 书 
函数 空间 , 范 数 I, = He uL = dos Wh Seri 


ЖК Б Sobolev 空间 , ARE Л, = X ПРУТ, 其 中 


ру = È$, ЕШ, 1 <p < е. 


这 里 首先 给 出 问题 (13.1.1) (13.1.2) 局 部 解 的 存在 性 和 唯 
一 性 的 如 下 结果 : 

定理 13.1.1 E u, u, € W^" NL, Afs) e C(R). Ш 
问题 (13. 1. 1) (13.1.2) 有 唯一 的 局 部 广义 解 u(x, t) e 
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CCLO, 7,) W? п"), 其 中 [0, To) 是 最 大 时 间 区 间 。 
此 定理 的 证 明 方法 是 :首先 利用 二 阶 偏 微分 方程 的 基本 解 将 
问题 转化 为 与 之 等 价 的 积分 方程 , 然后 利用 压缩 映射 原理 和 积分 
估计 得 到 结果 中 。 


第 二 节 ”问题 (13.1.1), (13.1.2) 整体 解 的 不 存在 性 


引 理 13.2.1 假定 fe C(R), F(s) = faar, F(u) € 


L, (- 8) ш e 12, u, ш e 17, Mula, t) 是 问题 (13.1.1)， 
(13.1.2) 698, 
EC) = l(-ƏD uC 0 IP? + eC 0 IE? 
+2 еби) ах = Е(0), (13.2.1) 


其 中 , (- 8) "u(x) =y Ual yula) ], x Жу! Е R h 
的 Fourier 变换 和 Fourier ER „ 

证 明 通过 直接 计算 , 利用 方程 (13.1.1), 有 

ДЕЧ) =2((- D) du, (=P) Eu) 20, u) 


+2(/(u), u,) 
=2((- 1) uu, u) +2(u,, u) +2(f(u), u) 
=2((- l) 7и, +u, +f(u), ш) = 0. 
其 中 C, +) 表示 D 空间 的 内 积 。 上 述 等 式 关于 上 积分 , 可 得 
(13.2. 1). 
338 13. 2.2/5 (B stt iE RH ГАВ HU) 对 V: >0, ÄH- 
(1+5) P 20g, 其 中 5 > 0 是 常数 。 若 H(0) > 0, H(0) > 
o, 则 存在 4 < HO gei ini 时, На) om 
&8H(0) 
定理 13.2.3 ”假定 存在 常数 > 0, 使 得 
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sf(s) <2(1 *24)F(s), Vs e R, (13.2.2) 
ЖН us, u, 满足 如 下 条 件 : 
(1), m e P, (- 8) Tu e P, (- D) Tu, e L, Flin) 
eL; 
(2) EC) = (=) Hun 12 [шщ 1? +2 f FG) ds <0, 
则 问题 (13.1.1) , (13.1.2) 的 解 x(x，!) 在 有 限时 间 爆 破 。 
证 明 ”假定 问题 (13.1.1) ，(13.1.2) 解 存在 的 最 大 时 间 是 无 
SEX. іа 
glt) = dC 9) Ful? + lul? +8 +t)?, (13.2.3) 
其 中 8 和 是 两 个 待定 的 非 负 常 数 。 则 
G) =2((- 90) Tu, (- 90) Tu) +2(u, u) +28( +h). 
利用 Schwartz 不 等 式 , 可 得 
PU)? < 4e( E | C- a Tu I? + и, I? +8] 
(13.2.4) 
利用 方程 (13.1.1) 和 能 量 等 式 (13.2.1), 可 得 
PU) 22((7 02) uu, и) +2(ш„, u) +2 | (- 3) šu, |? +28 
= 28 - (2 +40)E(0) + (2 +4и)Е() +2 || (- а), |? 
+2|u |? +2(и, -/(и)) 
= 25 - (2 + 4u)E(0) 
+(2+40)[ C Su Us qus N? 2 f киа] 
+2 | C7 a) Tu I? +2 | и, I? +2(и, - f) 
= 2(и, -f(u)) +28 - (2 + 4x) E(0) 
*40 +p) 1С à) Tu I? & 4(1 +) lu I? 
+2[[2(1 « 24) F(u) – ufu) ]dx , (13.2.5) 
H1(13.2.2) — (13.2.5), 得 到 
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olt)plt) - (1 +д)ф(н)* >-2(1 *24) (Е(0) +ë)e(t). 
车 E(0) <0, 取 5 =- E(0) > 0 ,由 (13.2.5) 得 
golt) - (1 +u)? 20. 
显然 ,如 果 刀 充分 大 , Ф(0) > 0 .由 引 理 13.2.2 知道 ,在 最 多 等 于 


T, ul <+ ® 的 某 时 刻 T, o (1) 成 为 无 穷 大 。 这 与 解 存在 


的 最 大 时 间 是 无 穷 大 相 矛 盾 ， 即 解 存在 的 最 大 时 间 是 有 限 的 。 定 
理 得 证 。 

定理 13. 2.4 ”假定 不 等 式 (13.2. 2) 成 立 。uovu 满足 如 下 
条 件 : 

(Dm € D , (23) Tu e P, (- Ë) Tu, e P , F(u) 
ell; 

(29600) 20, ER 

2((- a) Fu, (7 3) Tue) * 200, ue) 


» EQ) CI (=a?) Tu I? + [ш I), 
则 问题 (13.1.1) , (13. 1.2 BI Я ue, t) 在 有 限时 刻 爆破 。 
证 明 “假定 问题 (13.1.1) (13.1.2) 的 解 存在 的 最 大 时 间 是 
无 穷 大 。 记 
ol) = 10-92) !ul2 + шј", 
与 定理 13.2.3 的 证 明 相同 , 可 以 得 到 
Ф(1)ф(0) - (1 +) p(t) 2-2(1 +2u)E(0)p(t), 
如 果 E(0) = 0, 则 
Ф(1)ф(0) - (1 +p)p(1) > 0. 
由 假定 条 件 (2) 知道 (0) > 0。 由 引 理 13.2.2 可 知 , 知道 , 在 最 
多 等 于 T= E] <+ = HÆNA T, ol) 成 为 无 穷 大 。 


车 E(0) > 0, 记 y(t) = e*(0, W 
yG) =-pp pl), 
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ўа) =- (leap) - (1 +) ф(0)2] 
= 24(1 +2u)g“ (1) E(0), (13.2.6) 
由 假定 条 件 (2) 知道 7(0) < 0, 
i: = suplt|7(r) «0, те [0, 0] , HB 700) 的 连续 性 ,i 是 正 
的 . 两 端 同 乘 以 2y(t) < 0, 得 
41509) > - 402 (2u + 1)Е(0)ф (1) g(t) 


= AEQ) Lo? 0)], Vr e [0, D, 
(13.2.7) 
对 (9) 两 端 在 [0, 1) 上 积分 (+: e [0, 2), 得 
[7()1° > 4g E(0) 7" (0) + [7(0)]? – 42 E(0)g 7 (0), 
注意 到 假定 条 件 (2) ,成 立 着 
[7(0)] - 4g E(0) e?" (0) > 0, 
UH y(:) 的 连续 性 , 可知 
30) <- /[7(0) -4p E(0)g 7 (0) (13.2.8) 
对 4 e [0, 7) 成 立 。 由 的 定义 知 ，(13.2.8) 对 所 有 的 + > 0 成 
立 。 因 此 ， 
уй) s< у(0) - /[y(0) ]? - 4E(0)g ^ (0):, V: > 0 
则 对 某 个 对 某 个 7, Ж y(T) = 0, 其 中 
0 « T <T, = у(0)[500)° - 4jE(0) g^ (0) ]-*. 
因而 , 因而 , g(t) 在 时 刻 了 为 无 穷 大 。 
这 样 ,在 定理 的 假定 条 件 下 , p(:) HERBA TRAEN 
大 ,这 与 解 的 最 大 存在 时 间 是 无 穷 大 相 韦 盾 。 定 理 得 证 。 
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第 一 节 引言 


在 晶 格 动力 学 和 具有 表面 张力 的 水 波 的 研究 中 , 提出 了 如 下 
的 非 线性 双 曲 型 方程 -3 : 

üu, 一 и, + nu... — аи. + Bu = f(u,)., x e R, t > 0, 

(14.1.1) 

Жер и, a, B > 0 是 已 知 的 物理 常数 , f(s) 是 已 知 的 非 线 性 函数 ， 
u(x, t) 表示 未 知 函 数 , 下 标 x 和 上 表示 求 偏 导数 。 模 型 方程 
(14. 1. 1) 属于 Boussinesq 型 方程 。 关 于 Boussinesq 型 方程 的 行 波 
解 \ 孤 立 子 解 和 定 解 问题 的 有 关 研 究 结果 , 可 以 参看 文献 [4 -11] 
及 其 内 部 的 参考 文献 。 

文献 [12] 研 究 了 零 表 面 张力 的 情况 。 

本 文 研究 方程 (14.1.1) 具有 初 值 条 件 

u(x,0) = ux), (х, 0) = u(x), x € R 
(14.1.2) 

的 Cauchy 问题 , Ж ue (z) Жи, (x) 是 已 知 的 定义 在 R 上 的 初始 
函数 。 是 已 知 的 的 函数 。 

对 于 问题 (14.1.1) (14.1.2), 有 如 下 的 结论 : 

定理 14.1.1 假定 u(x) e H(R), u(x) e H'(R), fe 
СРВ), ŽES (s) 是 下 有 界 的 , 则 问题 (14.1.1),(14.1.2) 有 唯 
一 的 整体 广义 解 

u(x, t) e C([0, < );H'(R)) n C'([0, e); H'(R)) 

N C ([0, e) ;H'()). 
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定理 14.1.2 假定 u(x) e H(R), u(x) e P(R), Hf e 
C7(R) ,并 且 f(s) 是 下 有 界 的 , 则 问题 (14.1.1), (14.1.2) 有 了 唯 
一 的 整体 古典 解 

u(x, t) e C([0, е );Њ(К)) n C'([0, е) ;Н(К)) 

n C([0, e );H'(R)). 
上 述 两 个 定理 可 以 用 标准 的 方法 给 出 证 明 。 

为 了 得 到 解 的 爆破 , 需要 如 下 的 引 理 : 

388 14. 1.127€ 

假定 正 的 二 次 可 微 函 数 H(t) 满足 如 下 条 件 : 

HQ)H() - (1 + À) H()? 20 
d 


对 Vr > 0 成 立 , 其 中 和 > 0 是 常数 。 这 里 和 后 面 的 “.”= у 
HQ) > 0 H0) > 0 成 立时 ,存在 4 < II, MR n 


时 , HO) 一 oo。 
主要 定理 假定 下 面 的 条 件 成 立 :f e C(R), ш, ш e F(R), 
F(u) e L (R), JER FC) = J(p)p。 此 外 ,存在 常数 A > 0 使 得 
sf(s) <2(1 +2A)F(s), Vs e К. (14.1.3) 
则 当下 面 的 条 件 之 一 满足 时 , 问题 (1.1) , (1.2) 的 广义 解 或 古典 
解 u(x, 0) 在 有 限时 刻 发 生 爆破 问题 : 
(1)Е(0) «0; 
(2)E(0) =O, (ug, ш) +a(us, ш.) +8(и„, ш.) > 05 
(3)E(0) > O #l (uy, ш) + Altto, u) + Bus, ш.) > 
2 ГЕОС l? + us 1 +В [шы 12] > 0. 
这 里 及 后 面 的 
E(t) = шб) N? + Ius CO I? а, CO 12 
+a ualt) N? +B I umt) 12 +2 |” Ра, (е, )ds, 


197 


@ 高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 


(14.1.4) 
EF |- ARSH P CR) 中 的 范 数 。 


第 二 节 ”主要 定理 的 证 朋 


方程 (14.1.1) 的 两 端 同 乘 以 2u,, 然后 在 R 上 积分 , 得 到 
Ё) = 0,1>0, 


这 表明 
E(t) = Е(0), г> 0. (14.2.1) 
id 
HG) = або) | +a ut) |? +28 о, (0) |? +2y( 22), 
(14.2.2) 


yo 和 :是 待定 的 非 负 常 数 。 因 而 
HQ) = 2(и, ш) *2a(u,, и„) *28(u, и) +2yo (t +1). 
利用 Schwartz 不 等 式 , 有 
BD)? <4H(O[ lu 1 +оо |? +В | ш I? +>. 
(14.2.3) 
借助 于 方程 (14.1.1)， (14.1.4) 和 能 量 等 式 (14.2.1), 有 
Hit) =2 |1 ||? + 2a(u,u,) + 2а || u, | 2 + 2a(u, ,u,,) 
*28 || иы, |? + 28(и..,и,) *2y, 
=2 lu, |? +2e || u, |? +28 и, |? + 25, 
+2(и, u, — ши... +f(u,),) 
=2 lu, |? +2e || u, |? +28 || ш, |? 
+2% -2 lu |? - 29 [шы 1° 72 fuf )dx 
=- (2 4A) E(0) +y) +4(1 € A) ( и ||? +a || ua |? 
+B llu, |? +o) +4A llu, |? 二 4A и, I? 


+2 [G +22)F(u.) -utu)]a (14.2.4) 
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由 (14.2.2) - (14.2.4) 可 得 ， 
H(1)H(t) - (1 + A) A(t)? 2-2(1 +2A)(E(0) y) H(t). 
(14.2.5) 
车 E(0) «0, Жу, =- E(0) > 0, 由 (14.2.5) 得 
H(t)B(t) - (1 + A) Н(ї)? > 0. (14.2.6) 
显然 , IR LEAK, H(0) > 0。 由 引 理 14. 1. 1 知道, 在 最 多 等 


HOD). < + o WERA to, HC) 成 为 无 穷 大 。 
A H(0) 


如 果 E(0) = 0, Жу, = 0, 则 (14.2.6) 成 立 。 注 意 到 定理 的 
假定 条 件 中 的 (2), 有 B(0) > 0. 利用 引 理 14.1.1, 在 最 多 等 于 


ni < + © 的 有 限时 刻 4 , HC 成 为 无 穷 大 。 


ШЖ E(0) > 0, 取 7 = 0, MHC) 满足 
H(A ËC) = (1 +A) H(t)? z -2(1 + 24) E(0) H(t). 
EXI) = H^Q), Wi) = - AB" (Q) HQ), UR 
IG) 2 - AH?? LA HQ) - (1 +A) B(0°] 
= 2A(1 *2A) E(0) H^" (1). (14.2.7) 


注意 到 定理 中 的 (3), 有 iO) «0. г" = suplt |i(7) < 0, теє 
[0, г) |, H £0) 的 连续 性 可 知 ,:” 是正 的 。 
(14.2.7) 两 端 同 乘 以 2 (0) , 得 
diw’) =-4(1 +2A)A’E(0)H®™? (t) H(t) 


= 422 E(0) £g), Vt e [0, f"). 


(14.2.8) 
(14.2.8) 式 两 端 在 [0, г) 上 积分 (t e [0, t* ) ) , 可 以 得 到 
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H()' > 100)? + AJ E(0) [H (t) — H (0) ]. 
(14.2.9) 


由 定理 中 的 假定 条 件 (3), 可 以 知道 成 立 着 
1(0)* -4A'E(0) H?" (0) > 0. (14.2.10) 
利用 iC) 的 连续 性 , B (14.2.9) :8(14.2.10) f, 
il) <- VIO) - 4x E(0) H7" (0) 
对 4 e [0, 1") 成 立 。 根据: 的 定义 ,这 个 不 等 式 对 所 有 + > 0 成 
立 。 所 以 

I(t) < 1(0) -t / 1(0)* - AX E(0)H"2-1(0) s Vt» 0. 

所 以 , HRAT, I(7,) = 0, 并且 0 < T, < T, 其 中 
T, = I(0)[ /(0)* - 44^E(0) r7 (0) ]-. 
因而 , HC) 在 时 刻 T, 为 无 穷 大 。 定 理 得 证 。 

注 14.2.1 (1) 假 定 f(s) = a, p > 1 是 偶数 ,a 关 0. JR 
u(x) = que", u(x) = que", 其 中 aq > 0, 则 对 适当 大 的 
20, 主要 定理 的 条 件 得 到 满足 。 

(DRE) = as, p > 1 是 奇数 , a < 0. 则 对 适当 大 的 
q| 20(q«0),uj(x) = qxe" Жи (х) = qre” WEERA 


a 


P. Rosenau. Dynamics of nonlinear mass — spring chains near the 
continumlimt[ J]. Phys, Lett. , 1986, 118A: 222 -227. 

2] P. Rosenau. Dynamics of dense lattices[ J]. Physical Review B, 
1987, 36(11) : 5868 — 5876. 

3] G. Schneider, C. W. Eugene. Kayahara dynamics in dispersive 
media[ J]. Physica D, 2001, 152 — 153; 384 – 394. 


200 


高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 (5 
第 十 四 章 一 类 高 阶 非 线性 发 展 方程 Cauchy 问题 解 的 爆破 

4] M. Tsutsumi and T. Matahashi. On the Cauchy problem for the 

Boussinesq type equation[ J]. Math. Japonica, 1991, 26 (2): 

371 -379. 

5] B. Straughan. Global nonexistence of solutions to some Bouss- 

inesq — type equations [ J]. J. Math. Phys. Sci., 1992, 26: 

155 - 164. 

6] F. Lineras. Global existence of small solutions for a generalized 

Boussinesq equation[ J]. J. Diff. Eq. , 1993, 106: 257 – 293. 

7] Liu Yue. Existence and blow up of solutions of a nonlinear Poch- 

hammer — Chree equation[ J]. Indiana Univ. Math. J. , 1996, 

451797 -916. 

8] Wang Yanping, Guo Boling. Blow — up of the solution for a gen- 

eralized Boussinesq equation[ J]. Applied Mathematics and Me- 

chanics( English Editions) , 2007, 28(11) : 1437 – 1443 

9] EHW, WHR. 一 类 非 线性 双 曲 型 方程 初 边 值 问题 解 的 爆 
[1]. 数学 物理 学 报 , 2008, 28A(4) : 688 –693. 

10] 王 艳 萍 , WHR. 一 类 广义 Boussinesq 型 方程 的 Cauchy 问 
HILI]. 数学 年 刊 , 2008, 29A(2) : 185 – 194; \\ The Cauchy 
problem for a Generalized Boussinesq type equation[ J]. Chi- 
nese Journal of Contemporary Mathematics, 2008, 29A (2) : 
153 - 164. 

[11] Chen Guowang, Wang Yanping, Wang Shubin. Initial boundary 
value problem of the generalized cubic double dispersion equa- 
tion[J]. J. Math. Anal. Appl. , 2004, 299: 563 – 577. 

[12] Schneider G. The long wave limit for a boussinesq equation[ J ] . 
SIAM J. Appl. Math. , 1998, 58; 1237 – 1245. 

[13] Н. À. Levine. Instability and nonexistence of global solutions to 
nonlinear wave equations of the form Pu, = – Au + F(u) [1]. 
Trans. American Math. Soc. , 1974, 192;1 -21. 


201 


Ф 高 阶 非 线性 发 展 方程 中 的 若干 问题 


[14] H. A. Levine. Some additional remarks on the nonexistence of 
global solutions to nonlinear wave equations[ J]. SIAM J. Math. 
Anal. , 1974, 5: 138 – 146. 

[15] H. A. Levine. Some nonexistence and instability theorems for so- 
lutions of formally parabolic equations of the form Pu, = – Au + 
F(u)[J]. Trans American Arch Rat Mech Anal, 1973, 51: 
271 -386. 

[16] V. K. Kalantarov, Ladyzhenskaya. The occurrence of collapse 
for quasilinear equations of parabolic and hyperbolic types[ J]. 
J. Soviet Math, 1978, 10:53 -70. 


202 


